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Obſchon es zunaͤchſt das lange empfundene 
Beduͤrfniß fuͤr die eigenen Vorleſungen gewe⸗ 
ſen iſt, was den Verfaſſer zur Abfaſſung des 
gegenwärtigen Compendiums der allgemeinen 
Arithmetik bewogen hat, ſo halt er fich dennoch 
für berechtigt zu glauben, daß eine folche Ars 
beit fuͤr den jetzigen Zuſtand der Wiſſenſchaft 
von weſentlichem Nutzen iſt. Die älteren Lehr⸗ 
buͤcher laſſen, in Abſicht auf wahrhaft analyti⸗ 
ſchen Geiſt, und Tiefe der Unterſuchungen, Vieles 
zu wuͤnſchen uͤbrig, abgeſehn von dem gaͤnz⸗ 
lichen Mangel combinatoriſcher Begriffe, die 
eines der wichtigſten Fundamente fuͤr die Ana⸗ 
luyſis bilden. Die großen Mathematiker, denen 

wir ausfuͤhrliche Werke uͤber die hoͤchſten Theile 
der Mathematik verdanken, haben ſich mit 
dem wichtigſten unter allen, welcher den 
Uebergang von den Elementen zu jenen vermit⸗ 
telt, faſt gar, nicht beſchaͤfftigt. Und ſo iſt in | 
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der Darſtellung dieſer Wiſſenſchaft eine Luͤcke 
entſtanden, die der Verbreitung ihres Studiums 
nicht anders als ti gefährlich werden konnte. 


Der Verfaſſer hat das Gluͤck gehabt, durch 
eine ſehr ausgebreitete, und ununterbrochen 
fortgeſetzte, Erfahrung zu lernen, was zu einem 
Vortrage der Mathematik, welcher ſich vom 
den erſten Anfangsgründen bis zu den hoͤchſten 
Theilen erſtreckt, erfoderlich iſt. In ſo fern 
hofft er die Form feiner Darſtellung, welche 
in vielen Stuͤcken von der gewoͤhtlichen ab⸗ 
weichend ſeyn mag, in gewiſſem Sinne als ge⸗ 
rechtfertigt annehmen zu durfen. Daß es ihm 
angelegen geweſen fin, die Analyſis von allen 
fremdartigen Principien zu reinigen; die Me⸗ 
thode der Wiſſenſchaft zu vereinfachen, und zur 
Deutlichkeit zu erheben; die Idee des Ganzen 
nicht uͤber einzelnen Theilen aus den Augen zu 
laſſen; bedeutende Luͤcken auszufüllen: wird 
der Inhalt des Buchs beweiſen. Bey der 
gaͤnzlichen Regelloſigkeit, welche im Vortrage 
der Mathematik herrſcht, die indeſſen dem Zen 
ner durch pedantiſche Formen und Kunſtgriffe 
| nicht verhuͤllt bleiben kann, mag ein ſolches 
Streben Manchem uͤberfluͤſſeg, Einigen thöricht 
ſcheinen; wer mit freyem Geiſte über, der 


V 


Wiſſenſchaft ſchwebt, wird es, mehr oder 
& weniger gelungen „nicht verſchmaͤhn. 


Die neuere Bearbeitung der Combinations⸗ 
lehre iſt allenthalben, wo es Natur des Gegen⸗ 
ſtandes foderte oder zuließ, benuzt worden. 
Aber die Terminologie und Bezeichnung der 
um dieſen Zweig der Wiſſenſchaft ſo ſehr ver⸗ 
dienten Hindenburgiſchen Schule iſt dabey faſt 
gar nicht angewendet worden. Selbſt ein 
großer Theil der Lehren, welche dort als 
weſentlich aufgeſtellt werden, hat hier keinen 
Platz gefunden. Es waͤre eine ſehr intereſſante 
Aufgabe: den wahren analptifchen Werth der 
Combinationslehre zu wuͤrdigen, und die 
Grenzen feſtzuſetzen, wo fie ſich auf ihr eignes 
Gebiet beſchraͤnken ſollte; ihre Beantwortung 
gehoͤrt aber nicht an dieſe Stelle, und vielleicht 
iſt es der Zeit vorbehalten, fie ſtillſchweigend 

zu geben. 
Der gegenwärtige Ex Theil der allgemeinen 

Arithmetik befaßt die Entwicklungen derjenigen 
zuſammengeſetzten Ausdrücke, welche nach 
Potenzen einer einzigen Hauptgroͤße fortſchrei⸗ 
tend gebildet ſind, nebſt den Hauptſaͤtzen der 
Algebra, welche als unmittelbare Folgerungen 
aus jenen arithmetiſchen Betrachtungen ange⸗ 


d 
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fehn werden können. Ein zweiter Theil wird 
die Formen, welche mehr als eine Hauptgroͤße 


enthalten, die damit verbundene Lehre von den 


Gleichungen mit mehreren unbekannten Groͤßen, 
nebſt den wichtigſten Theoremen aus der um⸗ 
gekehrten Methode der Entwicklung enthalten. 
Vielleicht aber wird der Verfaſſer, dem es 
immer mehr zur Pflicht wird, alle Theile der 
Mathematik zu bearbeiten, noch fruͤher zur 
Heraus gabe eines Lehrbuchs über Differenzial- 
und Integral: Rechnung fortſchreiten, und 

erſt ganz zulezt zu einem ausführlichen Lehr⸗ 
buche der höheren Geomettie uͤbergehn. 
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Erſtes Kapitel, Ueber die Grundform der allgemeinen Arithe 
metit und die einfachen Rechnungs arten in Beziehung auf fie. 
Bildung der Grundform, 15; die vier Grundoperationen 5- 10, 


Zweytes Rapitel. Erſte Grundzüge der Combinationslehre. 
Elemente, Formen, combinatoriſche Operationen, 10 12; Rang⸗ 
ordnung unter den Formen, 1215; Permutation 15-295 
Zahl der Permutationsformen 29-215 Combination, 21-275 
Variation, 28- 35. e 


Drittes Kapitel. Nähere erg ede der Sarg der Multi⸗ 
plication zuſammengeſetzter Größen. Binomiſcher Lehrſatz. 
Zurücführung des Multiplicirens auf Variation, 35-375 Pros 
duet gleicher zweytheiliger Faetoren, 37-43; Binomialeveffieien⸗ 

ten, nebſt einigen Beziehungen unter folchen 44-49. 


Viertes Kapitel. Variationen zu beſtimmten Summen. Ge 
brauch davon bey der Bildung eines Products aus For- 
men des erſten Grades. Factoren deren Glieder nach Poten⸗ 
zen der nemlichen Hauptgroͤße fortſchreiten; Anordnung der aus 

ihnen entſtehenden Producte, 49-55; Variation zu beſtimmten 
Summen, 55-595 Regel für die Berechnung eines Products 
aus Factoren von der Form A Ex, 39-67. 


Fünftes Kapitel, Von der Zerfällung höherer Formen in 
Producte aus einfachen Factoren, oder der Auflöſung 
von Gleichungen höherer Grade. Allgemeine Idee von 
Gleichungen und ihrer Auflöfung, 67 72; Quadratiſche Gleichun⸗ 
gen, 78-793 Cubiſche Gleichungen, 79 843 ummögliche Wur⸗ 
zeln, 84 89; naͤhernde Aufloͤſung der Gleichungen hoͤherer Grade, 
deren Coeffieienten in beſtimmten Zahlen gegeben find, 89-1083 
Veränderung der Gleichungen durch Subſtitution, 105-112. 

Sechſtes Kapitel. Von der Multiplication zuſammengeſetzter 
Formen im Allgemeinen, und dem polynomiſchen Lehrſatz 
für ganze pofitive Exponenten. Product mehrerer Formen 
von der Gehalt ax»kbx?,., 115-1275 Potenzen einer folchen 


VIII 


Form, dur Combination zu beſtimmten Summen berechnet, 
317-1215 eben dieſe Unterſuchungen für Formen von der Ges 
ſtalt & Hb F. , 12127; Allgemeine Bemerkung über 
die Anzahl der Coeffieienten aus den Factoren, welche zur Bil⸗ 
dung eines Coeffieienten im Produete gebraucht werden, 127180. 


Siebentes Kapitel, Divifion zuſammengeſetzter Formen. 
e der dabey gebrauchten methode zur Summi⸗ 
rung gleichhoher Potenzen von den Wurzeln einer Waise. 


Besten ei Beſtimmung des Quotienten — o 

1 AXT a x2. 

e dë dem recurrirenden Wege, und Mechaniemus dieſes Verfah⸗ 
rens, 130138; independentes Geſetz des nemlichen Quotienten, 
` 1381423 des Reſtes welcher zu jenem gehoͤrt 142 1463 recur⸗ 
n und hg ei des Quotienten und Reſtes, 


ib r b 2 
BR ſich aus oe se ag 1421333 eben⸗ 
on E: rene, 


ch . gd K 4 KA be bee, 
daft elbe für die allgemeinſte Form — 


153-460; 
EM * R 
eombinatoriſches ag für die nachfolgende ee 
260 165; Reeurfionsformel für die Summen gleichhoher Po⸗ 
tenzen von allen Wurzeln einer gegebenen, aber nicht aufgelösten 
Gleichung, 165-167; independenter Aus druck deſſelben, 167 - 172. 


Achtes Kapitel. Ausziebung der Wurzeln. Allgemeiner Be⸗ 


SCH des binomiſchen Lehrſatzes für gebrochene und n 


Exponenten- Recurritendes Verfahten, um . er .) 

zu berechnen, 172 178; Huͤlfsſatz aus der Lehre von der Mul⸗ 

tiplication, durch welchen die Allgemeinheit des binomiſchen Lehr⸗ 
latzes für alle Exponenten bewieſen werden kann, 178-196, 


! Meuntes Kapitel. Der polynomiſche Lehrſatz für beliebige 
Exponenten in indepensd enter und 3 Fovm. Inde⸗ 
bendente Regel der Berechnung für (aK Wé? ea. Au 196-204; 
"für! ax darf. J, 2055 daraus abgeleitete reeurrirende 
Beſtimmung, 205 212; Beſchraͤnkung der Gültigkeit des 
Satzes, 212 219 a N 1802 
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Zehntes Kapitel. Entwicklung der Exponenzialgrößen. Be⸗ 
deutung der Exponenzialgroͤßen, und Zurückführung ihrer Berech⸗ 
nung auf den binomiſchen Lehrſatz, 220 225; Entwicklung der 


Exponenzialreihe für Cr Ea), 228 258; BEE Potenzen⸗ 
2 
ſyſtem, 238-245; Entwicklung der allgemeineren Form H Ge: 


independent, 243 247; und reeurrirend, 247 2515 


Eilftes Kapitel. Entwicklung der Logarithmen oder Expo; 
nenziirung. Idee dieſer Operation. Ableitung n ech KR) 


im natürlichen Soſtem, 251 257; von Jeg (1 Ce 1 A *2 2 0 
recurrirend und independent, 257 2893 Zuruͤckfuͤhrung andrer 
Formen auf die vorhergehende, 259-2615 Formeln für die Bes 
rechnung der Logarithmen gewiſſer Zahlen aus denen von andern, 

fuͤr das natuͤrliche Syſtem, 261-267; Huͤlfstabelle zur leichten 
Berechnung natuͤrlicher und gemeiner Logarithmen, nebſt Anlei⸗ 
tung zu deren Gebrauch, 267 276. 


Iwölftes Kapitel. Theorie der Exponenzialgrößen mit une 
möglichen Exponenten. Zweck der Unterſuchung 276-279; 


Entwicklung von enn, und daraus hervorgehende Idee 
arithmetiſcher Formen, welche die e Sinus und Co⸗ 
ſinus einer Zahl erhalten, 279-2815 Zuſammenhang zwiſchen 
Sinus und Cosinus, 281-285; Beweis, daß es eine beſtimmte 
Zahl gibt, deren Sinus 1, deren Cofinus o iſt, 285-289; 
daß, wenn dieſe Zahl 2 heißt, nur fuͤr alle Zahlen zwiſchen 
o und Zr die Sinus und Grëng? bekannt zu ſeyn brauchen, 
um ebendieſelben für alle übrigen pojtiven und negativen ohne 
weitere Rechnung zu bekommen, 289-295; Einführung der 
trigonometriſchen Tafeln in die Analyiis, 295-2975 Beweis daß 
jede Zahl unendlich viele natürliche Logarithmen, und eine ne⸗ 
x gatide keine andre als unmoͤgliche beſtzt, 297 - 301, 


Drepyzehntes Kapitel, Logarithmen unmöglicher Ausdrücke. 
Darauf gegründeter Algorithmus mit ſolchen Ausdrücken. 
Allgemeine Regel den Werth von log (A V=) durch Huͤlfe 
der Tafeln zu finden, 301 - 507; beauemſer Mechanismus fuͤr 
die Ausübung der arithmetiſchen Hauptoperationen an ſolchen 
Formen, 507-5125 Allgemeinheit der Wurzel⸗ Ausziehung, die 
dadurch, auch für mögliche Zahlen, erhalten wird, 51828; 
Beweis daß jeder unmoͤgliche Ausdruck auf die Form arbV-ı 
zurückkommt, 524-5255 allgemeine Auföfung der cubiſchen 
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Eledhwen, 395-3345 der biquadratiſchen, 334-340 Ber 
merkungen uͤber die Allgemeinheit der Regeln fuͤr die Rechnung 
mit Radicalgroͤßen, 340-346. 


Vierzehntes Kapitel, Umbildung entwickelter Formen durch 
Subſtitution. Idee der Aufgabe, 346 347; Bedingungen, 
unter denen die Subſtitution einer Reihe in eine andre, eine 
dritte von ähnlicher Form hervorbringt, 347-3505 independente 
Beſtimmung der Coeffteienten des Reſultats, 350 385; Prin⸗ 
eipien der zeeurtirenden Beßimmung, 355 359; Subſtitution 
in unentwickelten Ausdrucken, und Ableitung eines dahin ae 
gen Satzes 559 364. 


Funfzehntes Kapitel. Von der Umkehrung der Reihen. 
Zweck dieſer Operation 364 - 366; Beſtimmung der Form, welche 

die, anfangs fingirte, umgekehrte Reihe erhalten muß, damit 
ihre Coeſſicienten ſich unfehlbar finden laſſen 366 - 376; eur, 


rende Coeffieientenbeſtimmung für die umgekehrte Reihe, 376-380; 


Entdeckung des independenten Geſetzes eben dieſer Coeffieienten, 
und allgemeiner Beweis feiner Gültigkeit, 380 - 5953 9 
von der allgemeinen Regel, 395 - 400. 


Sechzehntes Bapitel. Don den Entwicklungen die durch 


Umkehrung der Reihen möglich werden. Aufloͤſung der 
Aufgabe: o =() iſt gegeben, man ſucht x (x), 400 - 406; 
nahere Beſtimmung der Regel, für den Fall, wo yu durch eine 
einzige Reihe, deren Exponenten Bi in arithmetiſcher Progreſſton 
befinden, aus der Gleichung R) — tte: entwickelt werden 
kann, 406-408; Gebrauch der Kecurfionsformel, um die Wur⸗ 
zeln jeder Gleichung mit unbeſtimmten Coeffieienten durch Rei⸗ 
hen auszudruͤcken, 408 415. 


Anhang einiger Tabellen. I. Tabelle der figurirten Zahlen, 
414-415; II. Tabelle für die Entwicklung einer unbeſtimmten 
Potenz eines moͤglichſt allgemein ausgedruckten Polynomiums, 
die 10 erſten Glieder deſſelben enthaltend, 416 418; III. Tabelle 
zur Umkehrung einer unbeſtimmt ausgedruckten Reihe, 418-419. 


Erſtes Kapitel. 


Ueber die Grundform der allgemeinen Arith⸗ 
metik, und die einfachen Rechnungsarten in 
| Beziehung auf fie, 


Die Wiſſenſchaft der Zahlen, welche Verknuͤpfun⸗ 


gen mehrerer Zahlen unter einander, und Beziehun- 


gen, die aus ſolchen Verknuͤpfungen erwachſen, zum 
Gegenſtande hat, iſt von unabſehbarem Umfang; die 
gewöhnliche Arithmetik macht von ihr nur einen Plet, 
nen, obgleich ſehr wichtigen Theil aus. Erſt dann, 


wenn man die moͤglichen Arten einfacher Zahlen, und 


die urſpruͤnglichen Verknuͤpfungen, welche fie mit ein 
ander eingehen koͤnnen, kennen gelernt hat, iſt man 
im Stande, die Idee zuſammengeſetzter Zahlen zu 
bilden, den Geſetzen der unter ihnen möglichen Wer» 
bindungen nach zuforſchen, und die daraus entfprin« 
genden Beziehungen zu entwickeln. So ſteht mit 
Recht die Lehre von den vier Speciebus, und den 
Gleichungen des erſten Grades an der Spitze der 
ganzen Zahlenwiſſenſchaft, und es waͤre vielleicht, 
wenn man eine beſtimmte Grenze ziehen wollte, am 


zweckmaͤßigſten, die Elementar ⸗Arithmetik auf fie zu 
A 
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beſchraͤnken. Dem eingeführten ` Gebrauche gemäß, 
zieht man indeſſen noch einen Abſchnitt in das Ge 
biet der Elemente hinuͤber, welcher gewiſſermaßen den 
Uebergang zu den hoͤheren Unterſuchungen vermittelt. 
Die am wenigſten verwickelte Form zuſammengeſetzter 
Zahlen iſt die eines Products aus gleichen Factoren, 
oder einer Potenz. Die Betrachtung dieſer Form; 
ihre Zuſammenſetzung; die- Gefege der Verbindung 
einzelner von derſelben Art, machen den zweyten Theil 
der elementariſchen Arithmetik aus. Und dieſe Form 
iſt es gerade, welche das Hauptelement bey der Bil⸗ 
dung der zuſammengeſetzten Groͤßen abgiebt, von de⸗ 
nen die Analyſis ausgeht, und auf die ſie zuruͤckzu⸗ 
kommen beſtrebt iſt. 

Die Arithmetik zeigt, in ihren decadiſch gebildeten 
Zahlen, ein Beyſpiel und Vorbild folder Zufammen, 
ſetzungen. So wie dort eine gewiſſe willkuͤhrliche 
Zahl, die man Grundzahl zu nennen pflege, anges 
nommen wird, um ihre fuccefliven Potenzen als vers 
ſchiedene Einheiten anzuſehen, die in beſonderen Theis 
len des ganzen Ausdrucks gezahlt werden ſollen, fo 
nimt man auch hier, um die Grundform der Ana⸗ 
lyſis zu bilden, eine Groͤße, die aber voͤllig unbe⸗ 
ſtimmt bleibt, an, um ſucceſſive Potenzen von ihr 
als Dinge zu betrachten, die in einzelnen verſchiede⸗ 
nen Theilen eines zuſammengeſetzten Ausdrucks ge⸗ 
zaͤhlt werden ſollen. Wir wollen dieſe Groͤße die 
Hauptgroße nennen, und durch einen der letzten 
Buchſtaben des Alphabets andeuten. So wie ferner 
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bey der Bildung decadiſcher Zahlen die Mengen, wel⸗ 
che von jeder Art jener Einheiten etwa vorhanden 
ſind, beſonders angegeben, und durch die einzelnen 
Ziffern dargeſtellt werden, fo fügt man auch hier den 
ſucceſſiven Potenzen der Hauptgroͤße beliebige Facto⸗ 
ren bey, die den Namen der Coefficienten erhalten, 
und durch die erſten Buchſtaben des Alphabets ange⸗ 
deutet werden, wiewohl es in ſpeciellen Fällen auch 
geſtattet iſt, beſtimmte Zahlen dafür an die Stelle zu 
ſetzen. Die einzelnen, ſo zuſammengeſetzten, Producte, 
werden als Theile zu einem Ganzen vereint gedacht, 
und dem gemäß beym Schreiben durch ＋ Zeichen 
verbunden. In der Folge dieſer einzelnen Theile, 
oder Glieder, beobachtet man den Rang der in ihnen 
enthaltenen Potenzen, wobey man aber nach Belle, 
ben von der hoͤchſten anfangen, und ſo allmaͤlig zu den 
niedrigern fortgehn, oder auch die umgekehrte Ordnung 
eintreten laſſen kann. Das erſte giebt die fallende, 
das zweyte die ſteigende Anordnung einer ſolchen 
Form, und es iſt eine ſtillſchweigende Bedingung bey 
der Behandlung derſelben, daß ſie entweder auf die 
eine, oder die andre Art geordnet werden ſollen. 
Im Anfange läßt man die Potenzen der Haupt⸗ 
groͤße nur ganze und poſitive Zahlen zu Exponenten 
haben. In der Folge erweitert ſich das Geſetz dahin, 
daß auch negative und gebrochene Zahlen als Expo 
nenten vorkommen duͤrſen. Dieſe Erweiterung zeigt 
ſich ſehr bald als nothwendig. Die Hauptaufgabe der 


Analyſis iſt nemlich die: man ſoll mit Formen, die 
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nach den eben angefuhrten Geſetzen gebaut find, rech 
nen, ſo daß das Reſultat der Rechnung als eine, dem 
nemlichen Geſetze unterworfene Form herauskomme. 
Indem man dieſes, den Regeln der arithmetlſchen Ope⸗ 
rationen gemaͤß, zu leiſten ſucht, gehen von ſelbſt in 
vielen Faͤllen Potenzen der Hauptgroͤße mit negativen 
oder gebrochenen Exponenten hervor, fo daß man je» 
dem Reſultate entſagen muͤßte, wenn eine Form, in 
der ſolche enthalten ſind, nicht eben ſo gut als andre 
geſtattet ſeyn ſollte. Dabey bleibt uͤbrigens dieſelbe 
Regel der Anordnung, und es iſt unmittelbare Folge 
von dem, was vorher über die Rangordnung der eins 
zelnen Glieder feſtgeſetzt war, daß Potenzen mit ne⸗ 
gativen Exponenten für niedriger im Range angeſehen 
werden muͤſſen, als ſolche „die poſitive Exponenten ent⸗ 
halten, und zwar um deſto niedriger, je groͤßer det 
negative Exponent iſt a). 

In Zeichen ausgedruͤckt: Es mögen a,b, e, u. ſ. w. 
beliebige Zahlen vorſtellen; eben fo a, g, Y, u. ſ. w., fo 


"if die Grundform, welche in der Analyſis als einfach, 


und keiner weiteren Zuruͤckfuͤhrung mehr fähig ange. 
nommen wird, | | 

ass + bx? + 0x7 + dx? + Gë 
eine Form, die aber im Anfange in der einfacheren Geſtalt 


; 2 Eine SÉ ſulgenden Teens beftehende Form: 


6 ＋8** — * J r u ax, ordnet ſich dies 
en aa gemäß, fo: 


5x "im KE + 4x + 8x”, 


5 
4 ＋ bx text ＋ dx 4 | 
aufgeftelle zu werden pflegt, wobey die Coefficienten 
a, b, c u. ſ. w., jeden beliebigen Werth, auch o nicht 
ausgeſchloſſen, haben moͤgen. 

Nach dieſer vorläufigen Darſtellung der Größen, 
woran die allgemeine Arithmetik zu operiren hat, laſ⸗ 
fen ſich die erſten Grundlinien der vier einfachen Ze, 
nungsarten ohne Schwierigkeit entwerſen. 

Bey der Addition mehrerer Formen, welche SC 
Potenzen der nemlichen Hauptgroͤße geordnet find, 
braucht nichts weiter zu geſchehn, als eine Zuſam⸗ 
menſtellung derſelben, wobey gleichhohe Glieder ſich 
zu einander geſellen. Sie ſind das Einzige, was 
vereinigt werden kann, und muß; man ſondert die 

gemeinſchaftliche Potenz der Hauptgroͤße in ihnen ab, 

addirt das was übrig bleibt, das heißt die Coefſicien- 
ten der einzelnen Glieder, zuſammen, und ſetzt dieſer 
Summe jene abgeſonderte Potenz der Hauptgroͤße 
wieder bey. Dieſe einzelnen Summen ſtellen von 
ſelbſt eine nach ſucceſſiven Potenzen derſelben Haupt⸗ 
größe ſortſchreitende Form dar, und man hat hier 
weniger Arbeit als bey der Vereinigung vielziffriger 
Zahlen, weil das Uebertragen aus einer Summe in 
die naͤchſthoͤhere, wegen der Unbeſtimmtheit der Haupt⸗ 
groͤße, und der damit verknuͤpften Unbeſchraͤnktheit 
der Coefficienten jezt keine Statt haben kann b). 


b) Die Formen: aut — k ESX — 2; SRX EU ο 
xt - SX X SX ＋ 2, ſtellen und verbinden 


* 
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Für das Subtrahiren ergiebt ſich dieſelbe Vor⸗ 
ſchrift. Minuend und Subtrahend fo zuſammenge⸗ 

ſtellt, daß gleichhohe Glieder in beyden fich einander 
zugeſellen; die gleichhohe Potenz der Hauptgroͤße aus 
zwey ſolchen Gliedern abgeſondert; vom Coeſſicienten 
des einen, den des andern abgezogen; dem Reſte die 
vorher abgeſonderte Potenz der Hauptgröße wieder 
beygefuͤgt. So entſtehn fuͤe die geſuchte Differenz 
einzelne Glieder, nach den fucceffiven Potenzen der 
Hauptgroͤße von ſelbſt fortfchreitend c). 

Die Multiplication hat es hier mit Faetoren 
zu thun, die ſich aus Theilen zuſammenſetzen. Man 
muß alſo allmaͤlig jeden Theil des Multiplicands neh» 
men, um ihn ſucceſſiv durch jeden Theil des Multi⸗ 


ſich in der Addition ſo: 
at’. TSX — 2 
n 
sr n — X ＋ 2 


f 7 E T 15 IgX 7. 
Das Zeichen dient wie die o in der Arithmetik, 
zur Erhaltung der Ordnung. 
o Die Formen: 5x? — 7x? +8x 6 als Minuend, 
d bx EA ＋ 10x— 8 als Subtrahend, gehen 
im Subtrahiren fo zuſammen: 
SX — 7X E X 6 
— DI ＋ 4x2 ＋ 10x - 8 
11x? — 11x? — 2x ＋ 2. 
Der Ungeuͤbte pflegt wohl uͤber die Zeichen der Glie⸗ 
der im Subtrahend, die umgekehrten Zeichen zu 


ſchreiben, und ſie ſo ve denen des Minuend hinzus 
zuaddiren. 


7 
plicators zu multipliciren, und die Producte in eine 
Summe zusammenziehen. Die einzelnen Theile aus 
beyden, die ſich jedesmal mit einander multiplieiren; 
find in der Regel ſelbſt Producte aus zwey Factoren: 
dem Coefficienten, und einer Potenz der Hauptgroͤße. 
Indem man ein Paar ſolche Producte mit einander 
multiplicirt, wird man hier im Zuſammenſtellen ihrer 
Factoren die Ordnung befolgen, daß die beyden Po⸗ 
tenzen der Hauptgroͤße ſich in der Multiplication ver: 
einigen, und eine dritte Potenz eben dieſer Groͤße 
bilden, die, nach der bekannten Regel, die Summe 
der Exponenten, welche in den ſich multiplicirenden 
Potenzen lagen, zu dem ihrigen bekommt, und daß 
eben fo das Product der beyden Coefficienten als eine 
einzige Größe gedacht, jener Potenz zum Coefficien⸗ 
teu wieder beygegeben wird. Die einzelnen Producte, 
welche auf dieſe Art entſtehn, muͤſſen hernach ſo durch 
Addition vereinigt werden, daß alle die, welche ei⸗ 
nerley Potenz der Hauptgroͤße enthalten, zu einem 
Gliede zufammenfließen. Es muß alfo bey ihrer Bil⸗ 
dung eine feſte Ordnung beobachtet werden, die das 
vollſtaͤndige Hervorgehn, und die nothwendige Zu: 
ſammenſtellung der zuſammen gehörigen Producte mit 
ſich bringt. Man kann zu dieſer Abſicht zwar An⸗ 
fangs dasſelbe Verfahren vorſchreiben, welches bey 
der Multiplication vielziffriger Zahlen befolgt zu wer⸗ 
den pflegt d), indeſſen wird dadurch ir wenig von 


d In dieſer Art bildet ſich das Product der Formen 
4x e eme und 2&3 — SX T1 auf 


dem geleiſtet, was bey einer vollſtaͤndigen Einſicht in 
den Gang der Operation geſodert werden darf. Es 
iſt nicht genug, alle Glieder des Produets ſicher finden 
zu koͤnnen; man muß von jedem einzelnen, ohne ſich 
mechaniſch bis zu ihm hinabzurechnen, und es dann 
empiriſch zu betrachten, zum Voraus angeben koͤnnen, 
auf welche Art es gebildet iſt, das heißt, was fuͤr 
Glieder aus den Factoren, und in welcher Vers 
knuͤpfung ſie genommen werden muͤſſen, um jedes be⸗ 
liebige Glied des Producers zu erhalten. Zu dieſer 
Abſicht find vorläufige allgemeine Unterſuchungen über 
die Ordnung bey dem Zuſammenſtellen gegebener 
Dinge unentbehrlich, und wir werden N jo 
gleich zu ihnen fortſchreiten. 

Bey der Diviſion, wo der Dividend als ein 
Product zweyer nach Potenzen der Hauptgroͤße fort« 
ſchreitender Formen gegeben iſt; die eine von dieſen, 
al Diviſor, gleichfalls als bekannt angenommen 
werden darf; die andre aber, als Quotient, erſt ge 
funden werden ſoll, kann der, aus der Multiplication 

bekannte Satz: das hoͤchſte oder niedrigſte Glied eis 


folgende Art: , 
48? — 7 48x —2 
ax’ . 3* — 5x 


* 7K + 8x 2 mit - multiplic. 
. 40 . Iox mit — 5X 
12x ’—21x* 24x? — K* mit 3 — 
e — 4x S mit 2x — 
Bi 21 a5xt-H5g9x?— 538? 1902 


U 
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nes Products erwächft aus den hoͤchſten oder ie 
ſten Gliedern feiner Factoren, gehörig. angewandt, 
dienen, alle einzelnen Theile des Quotienten nach der 
Ordnung zu finden. Man dividire, nachdem beyde 
auf gleiche Weiſe geordnet ſind, das erſte Glied des 
Dividend durch das erſte des Diviſors, und man 
wird das erſte Glied des Quotienten erhalten. Man 
berechne das Product aus ihm in den ganzen Divis 
ſor und ziehe es vom Dividend ab; alsdann hat 
man ein Stuͤck des Dividend herausgehoben, und 
fuͤr ſich der Diviſton unterworfen, folglich einen Theil 
des Quotienten gefunden. Der uͤbrig bleibende Reſt 
muß auch noch dividirt werden; man verfahre mit 
ihm, wie mit dem anfänglichen: Dividend, und man 
wird einen neuen Theil des Quotienten erhalten. Auf 
dieſelbe Weiſe fortſchreitend, bekommt man allmaͤlig 
die ſucceſſiwen Glieder des Quotienten, und findet ihn 
vollſtandig, wenn anders der Dividend wuͤrklich das 
Product zweyer nach Potenzen der Hauptgroͤße geord— 
neter Formen geweſen iſt e). Im gegentheiligen Falle 


e) So findet ſich bey der Diviſion von 16x* — 32x3 


+ 24x* — Sx-+ r durch qx 4x + 1, der Quotient 
folgendermaßen: 


** — 4 1 Kot gar La beg. - 4 45 
1 — 16x94 au +4 
\ 16x? +20” —8x+I 
— 16x? -+-16x* — 4x 
4x? —4x-+1 


— eg 
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ſchließt ſich die Operation nicht; es bleibt immer ein 
Reſt zuruͤck, und zeigt eben dadurch die Unmoͤglichkeit, 
den Quotienten in der verlangten Form darzuſtellen. 
Auch bey dieſem Mechanismus bleibt Vieles zu 
fragen uͤbrig. Vermoͤge ſeiner allein kann man nicht 
fuͤr jedes Glied des Quotienten und des Reſtes zum 
Voraus beſtimmen, aus was für Gliedern des Divi— 
dend und Divifor, und wie aus ihnen, De ſich bil 
den werden. Die Diviſion treibt uns alſo gleichfalls 
zu einer genaueren Entwicklung der Begriffe und 
Regeln, welche auf die Ordnung im Zuſammenſtellen 
gegebener Dinge Beziehung haben. 


g weytes Kapitel. 


Erſte Grundzuͤge der Combinations⸗Lehre. 


: 3 

Die Combinationslehre iſt die Wiſſenſchaft der 
Ordnung welche bey den verſchiedenen Arten der 
Zuſammengeſellung geen Dinge beobachtet wer⸗ 
den kann. 

Die einzelnen Dinge ſelbſt, auf deren Groͤße oder 
ſonſtige Beſchaffenheit es durchaus nicht ankommt, 
werden auf die allgemeinſte Art dadurch bezeich- 
net, daß man ſie zaͤhlt, indem ſie gegeben werden, 
und jedes von ihnen bloß durch die Zahl andeutet, 
welche angiebt, das wievielſte es dabey geweſen iſt. 
Dieſe Zahlen werden alsdann bey den Zuſammen⸗ 
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ſtellungen als Stellvertreter jener Dinge gebraucht, 
und in fo fern ſelbſt Elemente genannt. Man bes 
dient ſich auch wohl ſtatt ihrer andrer Zeichen, bey 
denen man ſchon gewohnt iſt, eine unabaͤnderliche Folge 
zu beobachten, z. E. der Buchſtaben, indeſſen iſt eine 
ſolche Bezeichnung weder wiſſenſchaftlich noch allgemein. 
Sollten unter den gegebenen Dingen mehrere ſeyn, 
die bey der Zuſammengeſellung für identiſch gelten 
muͤßten, ſo daß der gegenſeitige Austauſch derſelben 
keine Aenderung hervorbringen koͤnnte, ſo wird man 
bey der anfänglichen Bezeichnung jedes von ihnen durch 
eben dieſelbe Zahl andeuten. f 

Eben ſo unbeſtimmt muß auch der Begriff der 
Zuſammengeſellung jener Elemente gefaſſt werden. 
Ob eine wuͤrkliche Verknuͤpfung unter ihnen getroffen 
werden ſoll, und von welcher Art ſie ſeyn wird, da— 
von abſtrahirt man ganzlich; das unmittelbare Folgen 
der einzelnen Elemente nach einander, welchem ein 
Nebeneinander-Setzen derſelben beym Schreiben ent— 
ſpricht, gilt als das Zeichen ihrer combinatoriſchen 
Verbindung. Der Inbegriff mehrerer zuſammengeſtell⸗ 
ter Elemente wird Form oder Complexion genannt. 

Bey jeder combinatoriſchen Operation gehen aus 
den gegebenen Elementen mehrere Formen hervor, e 
welche eine nach der andern angegeben werden muͤſſen. 
Nimmt man nur eine Reihe gegebener Elemente an, 
ſo laſſen ſich in Beziehung auf ſie nur zwey Arten 
urſpruͤnglicher Zuſammenſtellungen denken. Entweder 
treten alle Elemente zugleich in die Form ein, und 
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dann . es bloß Aenderung ihrer gegenſeitigen 
Folge ſeyn, wodurch ſich die eine Zuſammenſtellung 
von der anderen unterſcheidet; oder es ſollen jedesmal 
nur einige von jenen Elementen zuſammengefaßt mer, 
den, und alsdann laßt ſich, ohne Ruͤckſicht auf die 
Folge der einzelnen Elemente, bloß dadurch eine Un— 
terſcheidung der Formen machen, daß die eine nicht 
durchaus dieſelben Elemente enthalten darf, als die 
andre. Das vollſtaͤndige Auſſuchen aller Formen 
bey der erſten Vorausſetzung wird Permutiren ae, 
nannt; bey der zweyten Combiniren im ſtrengeren 
Sinn. Eine Verbindung von beyden Operationen, 
wo man erſt combinirt, und hernach jede Form per- 
mutirt, welche man gemeiniglich als eine dritte eins 
fache combinatoriſche Operation unter dem Namen des 
Variirens aufzuführen pflegt, iſt offenbar ſchon ob, 
geleitet, und kann hoͤchſtens als eine zuſammenge⸗ 
ſetzte betrachtet werden. 
Es ſey indeſſen eine ſolche Operation einfach oder 
nicht, fo muͤſſen allemal fette Regeln gefunden wer— 
den nach denen ſich alle möglichen Formen, mit Aus- 
ſchluß jeder uͤberfluͤſſigen, darſtellen kaſſen. Dieſe 
Regeln koͤnnen nur auf einer beſtimmten Ordnung 
beruhen, in welcher man allmaͤlig die Elemente in die 
einzelnen Formen zuſammenfuͤgt. Und dieſe Ordnung 
wird ohne Zweifel die vollkommenſte ſeyn, wenn ſelbſt 
die einzelnen Formen, welche bey der Operation all⸗ 
mälig hervorgehn, in Abſicht auf ihre Folge, eine in 
ſich ſelbſt erkennbare Geſetzmaͤßigkeit beobachten. So 
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wie es unter den einzelnen Elementen einen Rang 
giebt, und ſich fruͤhere oder niedrigere, von fpäs 
teren oder hoͤheren von ſelbſt unterſcheiden, eben 
ſo, und aus dem nemlichen Grunde giebt es 
auch einen Rang unter den Complexionen „ welche D 
durch ihre Zuſammenſtellung erzeugen. Eine Ver⸗ 
bindung wird unfehlbar die niedrigſte heiſſen muͤſſen, 
wenn man die niedrigſten Elemente, welche man in 
ſeiner Gewalt hat, ſo lange ſetzt, als man kann; bey 
der Vergleichung zweyer Formen, wird man alſo die⸗ 
jenige hoͤher nennen muͤſſen, in welcher, früher als in 
der andern, ein hoͤheres Element geſetzt worden iſt, 
und es bedarf nur dieſer Annahme, um allen Formen, 
die ſich aus gegebenen Elementen gebildet haben, 
ihre Folge nach einander anzuweiſen. Man kann in⸗ 
deſſen, wenn unter ſolchen Formen mehrere vorhan⸗ 
den ſind, die ſich durch die Anzahl der uͤberhaupt in 
ihnen enthaltenen Elemente unterſcheiden, oder zu vers 
ſchiedenen Claſſen gehoͤren, dieſen Umſtand zu einem 
vorläufigen Unterſcheidungsgrunde machen, und ihm 
gemäß die Art, wie die ſucceſſiven Stellen jeder Form 
beſetzt ſind, alsdann erſt zu ihrer ferneren Anordnung 
benutzen, wenn man fie ſchon vorher fo geſondert hat, 
daß die, welche zu einer niedrigern Claſſe gehoͤren, 
fruͤher, als die übrigen, zur Betrachtung gezogen were 
den. Die Anordnung mehrerer Formen, wobey man 
ſchlechthin nur darauf ſieht, ob ſich fruͤher oder ſpaͤter 
bey der Beſetzung gleichhoher Stellen ein Unterſchied 
zeigt, und ob derſelbe da, wo er Statt findet, mehr 
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oder minder beträchtlich iſt, pflegt die lexicographi⸗ 
ſche genannt zu werden; ſollen aber, ehe ſie ange⸗ 
wendet wird, erſt die Formen, nach der Menge von 
Elementen, die in ihnen liegen, in verſchiedene Claſ— 
fen geſtellt werden, fo pflegt fie die arithmographi⸗ 
ſche zu heiſſen. Beyde Benennungen ſind freylich 
nur von einzelnen Beyſpielen hergenommen. Für, 
Formen, die alle zu derſelben Claſſe gehoͤren, fallen 
lexicographiſche und arithmographiſche Anordnung zus 
ſammen. Dieſen Erklaͤrungen gemäß wird das Ord— 
nen einer gegebenen Menge von Formen ſich folgen 
dermaßen vollziehn laſſen. Man werfe alle Formen, 
die das nemliche Anfangselement haben, in eine 
Gruppe zuſammen, und laſſe dieſe Gruppen nach dem 
Range der Yafangselemente auf einander folgen. In 
jeder von ihnen ſondre man wieder diejenigen ab und 
zuſammen, welche in der zweyten Stelle gleiche Ele— 
mente haben, und laſſe dieſe kleineren Gruppen nach 
dem Range der in ihren zweyten Stellen befindlichen 
Elemente ſich nach einander reihen. Und auf dieſe 
Weiſe ſchreite man fort, Formen, die bis zu einer 
gewiſſen Stelle hinauf lauter gleiche Elemente befaſ⸗ 
fen, nach der Verſchiedenheit derjenigen, welche in 
ihnen die naͤchſtniedrigere Stelle einnehmen, aneinan— 
derzureihen. Man wird endlich dabey bis auf die 
lezten Stellen kommen, und alsdann nehmen die 
Formen ihre unabaͤnderliche Ordnung nach der Hoͤhe 
des Elements an, welches die lezte Stelle beſetzt. 
Soll lexicographiſch geordnet werden, ſo ſetzt man ſo⸗ 
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gleich, ohne ſich an die Verſchiedenheiten in der 
Menge von Elementen bey den einzelnen Formen zu 
kehren, die obigen Regeln in Anwendung; ſoll es 
arithmographiſch geſchehn, ſo ſcheidet man zuvor die 
Formen nach der Zahl von Elementen, die in ihnen 
liegen, in Claſſen, und verfaͤhrt dann mit jeder Claſſe, 
wie vorhin 7). Auf die eine, oder die andre Weiſe, 
ſollen auch im Folgenden alle Dornen jederzeit geord⸗ 
net erſcheinen. 


1. Die erſte combinatoriſche Operation ei das De, 
Deier wo man alle in einer gegebenen Menge 


9 Die Form; 2134, 123, 321, 1432, 15, 1243, 134, 22, 
32, 13, 35, 4, 243, werden fü ich, bey lericographiſcher 
Ordnung, erſt ſo gruppiren: 

123,7432,15, 134,13 | 2134, 2143, 2%, 243 | 321,32,3514 
alsdann fo 
123, 134,33,1432,15 | 2134 2143, 5 243 32, 32, 3514 
alsdann 
123, 13,734,432, 15 2134, 2143, 23, 243 32,32, 35 4 
und in der letzten Folge völlig geordnet ſeyn; arſthmo⸗ 
graphiſch hingegen kaͤmen ſie ſo nach einander zu ſtehn: 
4113,15,22, 32,35 123,134,243 3271432213, 2143. 
Das Umſetzen der erſten Anordunng in die zweyte 
iſt ſehr leicht. Man durchläuft lexicographiſch ges 
ordnete Formen, bloß diejenigen ſueceſſiv beraushe⸗ 
bend, welche ſich auf dieſelbe Claſſe beziehen, ohne 
uͤbrigens die Folge dieſer Formen zu aͤndern, alsdann 
ſtellen Be ſich von felbft arithmographiſch. Aber 
A nicht fo leicht ift das umgekehrte Verfahren, arith⸗ 
mographiſch geordnete Formen in lericographiſch auf 
ein ander folgende umzuſtellen; ſie kommt beynahe 
auf das urſpruͤnglich ordnende Verfahren zuruck, 
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liegenden Elemente nimt, um ihre Folge auf 
jede mögliche Art zu verändern. Dabey kann auſſer 


dem einfachſten Falle, wo jedes der gegebenen Ele. 


mente als verſchieden von den uͤbrigen gedacht, 
und dem gemäß bezeichnet wird, auch noch der 
eintreten, daß mehrere unter dieſen Elementen als 
identiſch angeſehen werden ſollen, ſo daß eine Ver⸗ 
wechslung derſelben keinen Unterſchied hervorbrin— 
gen ſoll, in welchem Fall fie mit demſelben Zei, 


chen angedeutet werden muͤſſen. Es werde nun 
das Eine oder das Andre angenommen, ſo bleibt 
dabey die Nothwendigkeit, daß verſchiedene Ger, 
men ſolche heiſſen ſollen, bey denen wuͤrklich ver- 


ſchiedene Elemente nicht durchaus die nemlichen 
Stellen einnehmen; es wird alſo moͤglich ſeyn, 
dieſe Formen als verſchieden im Range anzuneh⸗ 


men, und dem gemaͤß eine Ordnung unter ihnen 


feſtzuſetzen „ja man wird durch die Vorſtellung die- 
ſes Ranges fie allmaͤlig, eine aus der andern, abs 
zuleiten im Stande ſeyn. Die niedrigſte unter 
allen dieſen Formen findet ſich leicht; man ſetzt nur 
die gegebenen Elemente in natürlicher Folge nach 
einander. Aus jeder Form die nächſthoͤhere abzu- 
leiten, hat eben ſo wenig Schwierigkeit; man ſucht 
die ſpaͤteſte Stelle der Form auf, in welche, ohne 
die früheren zu berühren, etwas Hoͤheres gefegt wer⸗ 
den kann, als wuͤrklich in ihr ſteht. Dieſes Hoͤhere 
muß alſo aus einer noch ſpaͤteren Stelle der gor, 


a = Hinten Form * Sollten folder noch ſpaͤ⸗ 
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teren Stellen, die etwas Hoͤheres enthielten, meh⸗ 
rere ſeyn, ſo nimt man aus ihnen das Element, 
welches ſich am wenigſten uͤber jenes anfaͤngliche 
erhebt, um es fuͤr daſſelbe an den Platz zu ſetzen. 
Bleibt nur der ganze frühere Theil der Form unbe» 
rührt, fo iſt ſchon durch dieſen Her eine Erhöhung 
der Form vorgegangen, wie auch das herausgewor⸗ 
fene Element nebſt den in dem folgenden Theile der 
Form beſindlichen in die nachfolgenden Stellen geſetzt 
werden mag. Man wird aber alle dieſe Elemente 
jedesmal in natuͤrlicher Ordnung nacheinander zu 
reihen haben, damit die Erhöhung ſo wenig als 
möglich betrage 8). Dieſer Regel zufolge kann 
man, von der niedrigſten Form ausgehend, allmaͤlig 
jede ſucceſſiv hoͤhere aus der unmittelbar vorhergehen⸗ 
den ableiten, und ſo endlich alle finden. 

Es giebt aber zwiſchen Permutationsformen noch 
eine andre Berwandfchaft „als die des Ranges oder 
der Coordination. Es mögen aus gewiſſen Elementen 
ſchon alle moͤglichen Formen gebildet ſeyn. Sie zer⸗ 
fallen von felbft in mehrere Arten oder Ordnungen, 
wenn zu der nemlichen Ordnung alle die gerechnet 
werden ſollen, welche daſſelbe Anfangs-Element be— 
figen. Sondert man bey Formen der nemlichen Ord⸗ 
nung das Anfangselement ab, ſo bleiben Formen 
uͤbrig, die aus den andern Elementen gebildet ſind, 


) So folgt auf die Form 423311, 425113, 425131, 
425317 43728, u. bew. 
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und zwar alle, die ſich aus ihnen bilden laſſen. Da⸗ 


her die Regel: um alle Formen zu erhalten, die ein ge⸗ 
wiſſes Element an der Spitze fuͤhren, werfe man dies 
ſes aus der Reihe der gegebenen weg, permutire die 
übrigen, und ſtelle den dadurch entſtandenen Comple⸗ 


ionen jenes Element wieder vor. Indeſſen läſſt ſich 


dies Verfahren nur dann auf eine einfache Art durch⸗ 
führen, wenn die Elemente alle von einander verſchie— 
den ſind, ſo daß ſie alle auf gleiche Weiſe in den For— 
men erſcheinen. Alsdann ſieht man allmaͤlig jedes fol. 
gende Element als neu hinzugekommen zu den vorher⸗ 
gehenden an, und ſetzt es anfangs allen den Formen 
vor, die ſich aus dieſen ſchon gebildet haben. Dadurch 
erhaͤlt man alle diejenigen Complexionen, welche jenes 
Element an der Spitze fuhren. Wenn man in dieſen 
das Anfangs» Element. mit dem naͤchſtniedrigern ver⸗ 
tauſcht, ſo erhält man alle Formen der naͤchſtniedrigern 


Ordnung, und, wenn man ſo mit dem Vertauſchen 


fortfaͤhrt, gehen allmaͤlig alle Ordnungen von der hoͤch— 


Den bis zur niedrigſten hervor 17). Aber dies Ver⸗ 


) um die Permutationen der Elemente 1, 2, 3, 4 zu er⸗ 
halten, ſetzt man erſt 1; alsdann, indem 2 hinzu⸗ 
kommt, 21, 12; darauf, inſofern 3 hinzukommt, 
321, 3123 231, 2133 132, 123; endlich, weil ſich 

noch 4 dazugeſellt, 4321, 4312, 4231, 4213, 4132, 
4123 3421, 3412, 3241, 3214, 3142, 3124; 2431, 
1413, 2341, 2314, 2143, 2134; 1432, 1423, 1342, 
1324, 1243, 1234. Man uͤberſieht die Formen am 
lleichteſten, wenn man fie alle vertical unter einan- 
der ſetzt, hat dabey auch die Bequemlichkeit, daß die 
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fahren laͤßt ſich bey Elementen, unter denen mehrere 
gleiche vorkommen, nicht gebrauchen, iſt alſo inſofern 
nur als ſpeciell zu betrachten. 8 er 
Man kann, auch ohne die Permutationsformen 
vollſtaͤndig zu bilden, ihre mögliche Anzahl zum Vor⸗ 
aus beſtimmen. Am leichteſten geſchieht es, wenn die 
Elemente durchaus von einander verſchieden ſind. Man 
habe die Formen, welche aus einer gewiſſen Menge 
von Elementen moͤglich ſind, ſchon gebildet. Kommt 
ein neues hinzu, ſo erſcheinen dieſe Formen, das neue 
an der Spitze „ ſaͤmtlich wieder, bilden aber fo nur 
eine Ordnung zuſammengeſetzterer Complexionen, und 
wiederholen ſich für jedes der vorhergehenden Ele— 
mente, indem es durch Vertauſchung allmälig an ihre 
Spitze gelangt. Man bekommt alſo die Zahl der go, 
rigen Formen ſo oft, als Elemente vorhanden ſind, das 
neu hinzugekommene mitgerechnet; kuͤrzer: die Zahl 
der ſchon vorher vorhandenen Formen multiplicirt ſich, 
ſo oft ein neues hinzukommt, mit der Anzahl aller 
vorhandenen Elemente. Nun aber iſt dieſe Zahl Eins, 
wenn nur ein Element vorhanden iſt, ſie wird alſo 
allmaͤlig ein Product aller ganzen Zahlen von Eins 
an, bis zu derjenigen hinauf, welche anzeigt, wieviel 
Elemente überall vorhanden find. In Zeichen: Iſt n. 
die Zahl der vorhandenen Elemente, fo iſt 1. 2. 3. n 


hoͤchſte Ordnung der neuen Formen, die durch Hin⸗ 
zufuͤgung eines folgenden Elements entſtehen, durch 
bloßes Vorſetzen dieſes neuen Elements vor die ſchon 
vorher gebildeten Formen erhalten werden kann. 
B 2 
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die Menge der aus ihnen möglichen Permutations⸗ 
formen. 

Sind aber unter den Elementen mehrere einander 
gleiche, ſo findet ſich die Menge der Formen nur mit⸗ 
telbar. Es mögen. alle dieſe Formen wuͤrklich vorhan- 
den ſeyn. Jede von ihnen, wenn ſich die unter ein 
ander gleichen Elemente in lauter verſchiedene german, 
delten „ koͤnnte alsdann noch fo viel neue Geſtalten an» 
nehmen, als ſich durch Verſetzung jener, fo eben ver» 
ſchieden gewordener Elemente, untereinander, ohne Be⸗ 
ruͤhrung der uͤbrigen ableiten ließe. Man multiplicire 
alſo die Zahl der anfaͤnglich vorhandener Formen mit 
der Permutations zahl der kleineren Menge, welche 
jetzt in ihr gleiche Elemente enthaͤlt, und man wird 
erfahren, wieviel Formen aus allen gegebenen Elemen⸗ 
ten, wenn keine einander gleiche darunter wären, ges 
bildet werden koͤnnten. Aber dieſe volle Permutations⸗ 
zahl iſt Ion anderweitig bekannt, kann alſo ruͤckwaͤrts 
dienen, die geſuchte zu ſinden. Man dividire ſie durch 
die Permutationszahl der Menge, welche die vorhan⸗ 
denen gleichen Elemente zählt, und der Quotient wird 
anzeigen, wie viele Formen, unter Beybehaltung dies 
ſer gleichen Elemente moͤglich ſind. In Zeichen: Sind 
n Elemente vorhanden, ſo iſt 1.2.3 m ihre volle 
Permutationszahl. Sind aber unter dieſen Dingen 
m einander völlig gleiche, alſo 1.2.3... m deren 


ER LES) 
deht ee 7 Menge 
2. 3 m 


der Kei Formen ſeyn. Sollten mehrere verſchie⸗ 


SCENE fo wird 
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x 


dene Arten gleicher Elemente vorhanden feyn, fo hat 
man aus demſelben Grunde mit der Verſetzungszahl, 
die jeder von dieſen kleineren Mengen fuͤr ſich zukommt, 
zu dividiren: Sind unter n Dingen p gleiche einer 
gewiſſen Art, und g gleiche einer andern Art, die 
übrigen von ihnen und unter ſich verſchieden, fo iſt 
5 die Anzahl der moͤglichen Com⸗ 
E 

plexionen. 


U. Combiniren im eigentlichen Sinne heißt aus 
einer gegebenen Reihe von Elementen eine beſtimmte 
Zahl ausheben, und davon eine Zuſammenſtellung 
machen, ſo daß nur die Formen als verſchiedene 
angeſehn werden, welche nicht durchaus die nemli⸗ 
chen Elemente in ſich faſſen. Es verſteht ſich, daß 
auch hier alle möglichen Formen geſodert werden. 
Es koͤnnen uͤbrigens unter den Elementen mehrere 
einander gleich, ſie koͤnnen auch ſaͤmtlich verſchieden 
ſeyn. Das Zeichen C foll im Folgenden den In— 
begriff gewiſſer Combinationsformen andeuten, und 
ein uͤber dasſelbe geſetzter Anzeiger den Grad der 
Claffe beſtimmen, wozu die Formen gehoͤren ſollen. 


CG 3. E. bedeute alle Combinationen zu je 3, die aus 
gewiſſen Elementen moͤglich ſind. 


Da es bey Combinationsformen auf die Folge der 
zuſammengeſtellten Elemente nicht ankommt, und Aende⸗ 
rung derſelben keine verſchiedenen Formen hervorbringt, . 
ſo darf man ſich das Einfachſte in diefer Abſicht zur 
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Regel erwaͤhlen. Die Elemente ſollen in jeder Com⸗ 
binationsform die ‚natürliche Ordnung beobachten, ſo daß 
nie ein höheres vorangeht, und ein niedrigeres nachſolgt. 

Uebrigens muß bey den Elementen ausdruͤcklich an⸗ 
gegeben werden, wie oft jedes von ihnen vorkommt, 
denn, obgleich die Operation ſelbſt immer dieſelbe 
bleibt, fo hat man doch bey ihrer Zufammenfügung 
in die Formen darauf Ruͤckſicht zu nehmen. 

Es ſey nun eine gewiſſe Reihe von Elementen ge 
geben, und es werde geſodert, alle Combinatlonen e, 
ner beſtimmt vorgeſchriebenen Claſſe aus ihnen zu bil 
den. Hier find, wie bey der Permutation, wieder 
zwey Wege moͤglich, der eine auf Coordination, der 
andre auf Eubordination der Formen gegründer. 

Bey dem erſten beginnt man mit der niedrigſten 
Form, jede Stelle folglich ſo niedrig beſetzend als man 
darf. So lange alſo noch ein fruͤheres Element mie, ` 
derholt werden kann, iſt es nicht erlaubt, ein ſpaͤteres 
zu ſetzen. Sind alle Elemente verſchieden, ſo ſetzt 
man ſie in natuͤrlicher Ordnung, bis die Menge der 
Claſſe erreicht iſt. Um aus einer gegebenen Form die 
naͤchſthoͤhere abzuleiten, ſucht man die ſpaͤteſte Stelle 
auf, in welche aus den gegebenen Elementen ein hoͤ⸗ 
heres geſetzt werden kann, als in ihr ſteht; ſetzt das 
am wenigſten höhere in dieſe Stelle, und fülle alle 
folgenden fo niedrig als möglich aus. Dieſes Ausfül- 
len muß nach Maaßgabe der vorhandenen Elemente 
geſchehn, aber allemal unfehlbar ſo, daß keine Unord. 
nung habe entſteht; alſo nie in der Form ein nledri⸗ 
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geres Element auf ein höheres folgt. Sind daher noch 
Elemente vorhanden, die dem nun hineingeſetzten gleich 
ſind, ſo beſetzt man mit ihnen die folgenden Stellen 
ſo lange man darf, und uͤberhaupt folgende Stellen ſo 
lange mit dem nemlichen Elemente, als die vorgeſchrie⸗ 
bene Wiederholbarkeit deſſelben geſtattet, ehe man zu 
dem naͤchſthoͤheren fortſchreitet, um mit ihm daſſelbe | 
Verfahren zu wiederholen. Dieſe Arbeit iſt freylich 
in den beyden aͤuſſerſten Fällen am leichteſten zu ver: 
richten. Bey unbedingter Wiederholbarkeit fülle man 
alle ſolgenden Stellen mit demſelben Elemente aus, 
welches zu Erhöhung in eine gewiſſe vorhergehende ge⸗ 
ſetzt worden war; bey durchaus verbotener Wiedetho⸗ 
lung mit lauter verſchiedenen, fo wie fie in natürlicher 
Ordnung auf das, der Erhoͤhung wegen bineingeſetzte 
Element, und auf einander folgen. Indeſſen bleibt die 
Operation ſelbſt in allen Faͤllen die nemliche, und nur 
die verſchiedene Beſchaffenheit der Dinge woran ſie 
vollzogen werden ſoll, modificirt ihren, immerfort auf 
demſelben Grunde beruhenden Gang i). 
1) Sie iſt z. E. 6 6% 147273) = 1112, 1113, 1122, 
4123, 1223; eben fo 6 (1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,41445 5,50 
111, 112, 113,114, 115, 122, 123, 124, 125, 133, 
134, 135,144, 145, 222, 223, 224, 225, 233, 234,285, 
1 244,245,255, 333,334, 335/3345355, 444, 445,455, 
3553 ſo iſt S (1,2,3,4,5) 1234, 1235, 1245, 
aa 2345. 3 
Aus dem Coömbiniren an Fe die fich wie; 
ee dürfen, eine ganz andre Operation zu mas 
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Eben fo leicht bietet ſich die Moͤglichkelt und die 
Methode eines von nledrigern Formen zu höheren aufs 
ſteigenden Verfahrens dar. Man habe aus gegebenen 
Elementen olle Complexionen ſchon gebildet, welche 
einer gewiſſen Claſſe angehören. Setzt man einer fol- 
chen Complexion noch ein Element zu, ohne ſonſt da» 
durch eine Bedingung der Operation zu verlegen, fo 
entſteht aus ihr eine Complexion der naͤchſthoͤheren 
Claſſe. Nimt man alle moͤgliche Formen einer gewiſ⸗ 
ſen Claſſe, um jeder von ihnen jedes der gegebenen 
Elemente beyzuſuͤgen, in fofern es die Bedingungen der 
Operation ſelbſt erlauben, und Dë dabey keine identi⸗ 
ſche Formen einſtellen, ſo muß man auf dieſe Art alle 
Complexlonen der naͤchſthoͤheren Claſſe erhalten. Die: 
fes Beyſuͤgen geſchleht am ſchicklichſten durch Stellung 
an die Spitze, da es für jede Complexion doch nur ein» 
mal geſchehn darf. Dabey werden ſich die Bedingun⸗ 
gen der Operatlon am leichteſten befriedigen laſſen. es 


chen, als aus demjenigen, wobey kein Element wie⸗ 
derholt werden darf, und, dem gemaͤß, fuͤr dieſe 
Operationen verſchiedene Zeichen einzufuͤhren, wuͤrde 

ſehr unrichtig ſeyn. Die Verſchiedenheit liegt in den 
Elementen, womit man zu thun hat; der Inder, 
worauf ſich die combinatoriſche Operation bezieht, 
iſt im erſten Falle nicht ſo gebaut, wie im zweyten. 
Hoͤchſtens beduͤrfte es in Abſicht auf ihn bey wie⸗ 
derholbaren Elementen einer Abkürzung im Schreis 
ben, ſo daß jedes Element nur einmal, und, wie 
oft es ſich wiederholen darf, durch eine beſondre 
Zahl daneben, angegeben wuͤrde. 
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des der gegebenen Elemente darf nur denjenigen Com: 
plexionen der vorigen Claſſe vorgeſetzt werden, in denen 
dadurch kein Verſtoß der Folge gegen die natürliche 
Rangordnung der Elemente entſteht. Iſt alſo Wieder⸗ 
holung unbedingt geſtottet, fo darf es allen den For⸗ 
men vorgeſetzt werden, die nicht niedriger anfangen; 
iſt ſie bedingt geſtattet, allen den Formen, welche in 
ihren erſten Stellen das vorzuſetzende Element noch 
nicht ſo oft enthalten, als es uͤberall vorkommen 
darf; iſt fie gar nicht geſtattet, allen den Formen 
der vorlgen Claſſe, welche mit einem hoͤheren Ele» 
mente anheben, als das vorzuſetzende iſt. Nimt man 
nach der Reihe jedes der gegebenen, wirklich verſchie⸗ 
denen Elemente, um es unter dieſen Beſchraͤnkungen 
allen Complexlonen vorzuſetzen, die zu einer gemiffen 
Claſſe gehören, fo muͤſſen alle Formen der naͤchſthoͤhe⸗ 
ren Claſſe in geſetzmaͤßiger Ordnung hervorgehn E, 
Sollte nicht bloß eine Claſſe von Combinarionsformen, 
ſondern deren mehrere von der erſten an, bis zu einer 
gewiſfen höheren, gefodert werden, und wollte man den 


D 


D Nach dieſer Methode bildete ſich € C(1,1,1,2,2,3) 
allmaͤlig fo. Sot nähme man = 1, 2, 3; dar⸗ 
aus faͤnde ſich C = II, 12, 13, 22, 23; daraus 
2 r AE 113, 142, 123, 2233 daraus end⸗ 


lich 6 = 7112, 1113, 114, 11233 die 
Falle von unbedingt geflarrter od ‚ootener ı 
W ederholung find bier fo es unndthig 
wäre, von ihnen Beyſpiele zum geben. 


* 
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Jubegriſf aller dieſer Formen, lexleographiſch zuſam⸗ 


mengeordnet, erhalten, ſo wäre es nicht noͤthig jede 
Claſſe erſt Für ſich, nach den vorigen Regeln, zu ent⸗ 
wickeln, und dann diefe, Formen nach den Geſetzen der 


i lexicographiſchen Folge aneinander zu reihen, ſondern 


man koͤnnte durch Uebergehn von einer Form zur nétt, 


. böberen, hier, wie ſonſt, die vollſtaͤndige Darſtellung 


* 


aller vollbringen. Man lyſſe auf das letzte Element 
einer Form das kleinſte folgen, welches ohne Unord. 
nung, Ueberſchreitung der fuͤr jedes beſtimmten Wieder⸗ 


bolbarkeit, Ueberſteigung des Grades der hoͤchſten Claſſe, 
wosdon Formen vorkommen dürfen, geſchehn kann, ſo 


hat man, ſo oft es moͤglich iſt, eine naͤchſthoͤhere Form. 
Geht dieſes Zuſetzen nicht mehr an, fo ſuche man in 


der Form die tlefſte Stelle auf, welche ein hoͤheres Ele⸗ 
ment enthalten kann, als das in ihr ſtehende iſt, und 


fege in fie ein fo wenlg als möglich höheres wuͤrklich für 


das ehemalige an den Platz. Dadurch erhält man als⸗ 
dann, ohne Weiteres, die naͤchſthoͤhere Form 1). In⸗ 


deſſen moͤgte die ganze Operation ſelten vorkommen. 


1) Der Jubegriff aller möglichen Claſſen aus den gie 
menten 1, 1, 2, 2, 3, 4 wäre folgender: 1, 11, 112, 
1122, 11223, 112234, 11224, 1123, 11234, 1124, 
113, 1134, 114, 12, 122, 1223, 12234, 1224, 123, 

1234, 124, 13, 134, 14, 2, 22, 223, 2234, 224,03, 

K 234, 24, 3 34, 4. e s 

Mon haͤtte ihn durch C (r, 1, 2,2, 3,4) andeuten 
5 Bey verbotener, oder durchaus für . 
Wiederholung, erſchop ff 

SE | Ze Claſſen 

; id „barkeit 18 


2 Hau. Oise u RR. "CN * ah 8 
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Bemerkenswerth iſt die Verwandſchaft des Permu⸗ 
tirens mit dem Combiniren. Man laſſe alle gegebenen 
Elemente, als wenn permutirt werden ſollte, auf eins 
ander folgen, mache aber in dieſe Permutatlonsform ges 
wiſſermaßen einen Einſchnitt, der von ihren Elementen 
fo viele der anfänglichen abſchneidet, als der Grad der 
zu bildenden Combinations ⸗Claſſe deren ſodert. Und 
nun permutire man unter der Beſchraͤnkung, daß nur 
die Formen für verichieden gehalten werden ſollen, bey 
denen nicht durchaus dieſelben Elemente in den nemli⸗ 
chen Abſchnitten der ganzen Meumitgtionstern ſtehn ger 

blieben find 1). 


— — 

m) Es würde leicht ſeyn für ein ſolches bedingtes Per; 
mutiren urſpruͤngliche Regeln zu geben, ſelbſt in dem 
Falle, wo der Abſchnitte in der gegebenen Elemen⸗ 
tenreihe noch mehrere gemacht wuͤrden, ſo daß nur 
die Formen für verſchieden gelten ſollten, bey wel— 
chen keine bloße Permutation der in demſelben Abs 
ſchnitte enthaltenen Elemente vorgegangen waͤre. 
Hier iſt nicht die Stelle für eine weitere Aus fuͤh⸗ 
rung dieſer hoͤchſtwichtigen zuſammengeſetzten combi⸗ 
natoriſchen Operation, auf welche man bey einer 
großen Menge bedeutender Unterſuchungen zuruͤckge⸗ 
führt wird. Nur ein Beyſpiel ihres Gebrauchs. 
Sinden verſchiedene Dinge gegeben, aus denen man 
alle Combinationen zu m bilden ſoll, ſo macht man 
in die Reihe der u Elemente einen Abſchnitt, der m 
auf der einen, n — m auf der andern Seite liegen 
haben wird. Der Permutationen dieſer n Dinge 
würden in Allem u. n(n - 10 1 ſeyn „ ohne alle 
Beſchraͤnkung. Dürfen aber die m Dinge des eyſten 
Abſchnitts nicht unter einander permutirt werden, 
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III. Die Variation iſt eine ordnende Operation, 
bey welcher ſchon mehrere getrennte Reihen von Ele» 
menten vorausgeſetzt werden. Sie greift in alle dieſe 
Reihen ein, um aus jeder von ihnen eln Element 
herauszunehmen, und es mit ahnlichen aus den übri— 
gen Reihen zuſammenzuſtellen; ſie verlangt aber eine 
gaͤnzliche Vollſtändigkeit in Abſicht der Complexlo⸗ 
nen, die ſich auf dieſe Art bilden loſſen. Das Zei, 
chen V ſoll im Nachfolgenden den Inbegriff aller For⸗ 
men andeuten, die ſich auf die angegebene Welſe 
aus allen Gliedern mehrerer gegebenen Reihen bil: 
den laſſen. 

Bey der wuͤrklichen Ausführung dleſer Operatlon 
bletet ſich, als notuͤrliche Regel der Ordnung, von 
ſelbſt die Foderung dar, daß in der Folge, wle die 
gegebenen Reihen mit ihren Elementen, wovon fie jes 
desmal eines darbleten, zu der Bildung der Formen 
boytragen, eine unobaͤnderliche Ordnung beobachtet 
werde. Die erſte Stelle der Form ſoll immer aus 
der erſten Reihe, die zweyte aus der zweyten, beſetzt 
werden, und ſo fort, dadurch erlangt man die Moͤg⸗ 
lichkeit, der anfangs für eine einzelne Reihe von Ele⸗ 
menten gewaͤhlten Bezeichnung auch hier getreu bleiben 

und eben fo wenig die n — m Dinge im zweyten 

Abſchnitt, fo redneirt ſich die Zahl der Formen auf 
| ober area auf 


m. = 1. (b m) 1 
e Bi be GE welches alfo die Zahl 
aller Combinationen zu m aus n Dingen iſt. 
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zu koͤnnen. Man bezeichne immerhin alle erſten Ge, 
der der gegebenen Reihen mit 1, alle zweyten mit a, 
überhaupt alle gleichhohen mit der Zahl, welche aus» 
druͤckt, die wievielſten ſie in ihrer Reihe ſind, es kann 
daraus keine Unbeſtimmtheit entſpringen, ſobald in den 
wuͤrklich gebildeten Formen die Stelle des Elements 
dient, diejenige unter den gegebenen Reihen nachzu⸗ 
weiſen, auf welche es Beziehung haben ſoll. Auf dieſe 
Art kann alſo ein einziger gemeinſchaftlicher Index, die 
Relbe der ganzen Zahlen, für alle gegebenen Reihen 
zugleich gebraucht werden. 

Auch die Varlationsformen were zu einer bes 
ſtimmten Claſſe gehören, die Ph aber nicht nach Wille 
kuͤhr, ſondern durch die Menge der Reihen, woraus 
ſie gebildet werden ſollen, beſtimmen laͤßt. 

Hat die eine der gegebenen Reihen fo viele Ele⸗ 
mente als die andre, dann bedarf es, um die Zuſam⸗ 
menſetzung der Formen zu beginnen, nur des allen 
dieſen Reihen gemeinſchaſtlichen Inder, und des Gra— 
des der Claſſe, wozu die Formen gehoͤren ſollen. Hat 
aber die eine der gegebenen Reihen nicht fo viele Ele⸗ 
mente als die andre, ſo iſt bey dem Gebrauche ihres 
gemeinſchaftlichen Index doch noch Ruͤckſicht auf jede 
einzelne Reihe zu nehmen, damit nicht aus einer Reihe 
ein Glied von gewiſſer Zahl geſodert werde, welches 
in ihr Br enthalten iſt u). 


u) In dem Falle, wo die gegebenen Reihen nicht gleich⸗ 
viele Elemente haben, oder gar in ihnen Luͤcken vor⸗ 
kommen, wird man gezwungen ſeyn, ein ziemlich 
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Bey ber Bildung der Varlatlonsformen iſt das 
allmaͤllg von niedrigern Formen zu höheren, nach ſue⸗ 


umſtaͤndliches Verfahren bey der Entwicklung der 


Variationsformen zu beobachten. Hier wuͤrde es am 
bequemſten ſeyn, alle Formen untereinander zu ſetzen, 
und ein fuͤr allemal, uͤber jede Stelle der Formen, 


die Elemente der Reihe zu ſchreiben, aus welcher 


dieſe Stelle beſetzt werden muß. Alsdann hat man, 
bey der Beſetzung einer Stelle, immer nur Ruͤckſicht 


auf die über ihr ſtehenden Elemente zu nehmen; ſoll 


fie fo wenig als moͤglich erhoht werden, ſo iſt es 
das am wenigſten hoͤhere Element aus der Reihe 
der uͤber ihr ſtehenden; ſoll ſie ſo niedrig als moͤg⸗ 


lich beſetzt werden, fo iſt es das niedrigſte der über 


ihr ſtehenden Elemente, womit man ſie zu beſetzen 


hat. Sollten z. E. aus den Reihen 


A, B, C, D 
b e d 
0 a d 


alle Variationsformen gebildet werden, ſo daß man 
von der niedrigſten zu den ſucceſſiv höheren fort 
ſchriite, fo wäre folgendes Schema der Arbeit dazu 
nöthig, wenn I, 2, 3, 4, die airshhehen Glieder der 
Wen andeuteten: 


Set 

233 

12 

121 [ 221 f 321 f at 
123 223323423 

124 | 224 324 424 
131] 231 | 331 [431 
133233332 | 433 
134234 | 334 | 434 
141 Na 341 [441 

143 343 J 443 


n an 344 444 
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ceffio wachſenden Graden der Claſſen, aufſteigende Ver⸗ 
fahren das natuͤrlichſte. Man ſetze die Elemente der 
erſten Reihe einzeln; man fuͤge ihnen allen nach der 
Ordnung, die ſucceſſiven Elemente der zweyten bey. 
Soll dies Beyſuͤgen ein Nachſetzen ſeyn, wie es die 
Ordnung im Zufammenfügen der Elemente aus den 
verſchiedenen Reihen in die ſucceſſiven Stellen der 
Formen ſodert, und ſollen die Formen ſelbſt in gehoͤ— 
riger Folge hervorgehn, ſo muß man mit dem niedrig⸗ 
ſten Elemente der erſten Reihe beginnen, und ihm 
vollſtaͤndig alle Elemente der zweyten allmaͤlig nach⸗ 
ſetzen, darauf das zweyte Element der erſten Reihe, 
um damit eben fo zu verfahren, und ſo fort die uͤbri⸗ 
gen. Allgemein: wenn die Varlatlonsſormen aus 
mehreren Reihen ſchon gebildet, und in gehoͤriger Ord⸗ 
nung gegeben find, fo erhält man aus ihnen Plein), 
gen welche bey einer Verbindung der vorigen Reihen 
mit einer neuen, zu Variationsformen, uͤberhaupt ep, 
zeugt werden koͤnnen, wenn man allmälig jede der 
ſchon vorhandenen Formen nimt, um ihr nach und 
nach alle Elemente der neuen Reihe in ihrer Ordnung 
nachzuſetzen, fo daß man zu keiner folgenden Form 
fortſchreitet, ehe man nicht der vorhergehenden alle die 
Elemente nachgeſetzt hat, welche die neue Reihe in 
ſich ſchlleßt o). Bey dieſem Verfahren bedarf man 


o) Sind z. B. die Reihen A, B, C, vorhanden, und ſollen aus 
k A C/ d 
d , g, Y, 
ihnen alle Variationsformen gebildet werden, fo hat 
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kaum eines Index; mon koͤnnte es mit den gegebenen 
Reihen ſelbſt unmittelbar in Ausuͤbung ſetzen. Dabey 
iſt rs völlig gleichgültig, ob jede der Reihen fo viele 
Elemente hat, als die andren, oder nicht. 

Braucht man aber dennoch für alle Reihen einen 
gemeinſchaftlichen Inder, ſo bekommen die Formen 
Aehnlichkeſt mit Combinatlonsformen, die ſich aus 
eben dem Index bilden koͤnnten. Nur wuͤrde jedes 
Element ſich wiederholen, inſofern eines von ſeiner Zahl 
in mehreren, oder allen vorhandenen Reihen vorkommt, 
folglich wegen jeder in die Variatlonsformen eintreten kann. 
Auch wuͤrde man bey dieſen Formen Unordnung in 
der Folge ihrer einzelnen Elemente nicht umgehn koͤn⸗ 
nen, weil jedes Element einer folgenden Reihe, es fey 
hoch oder niedrig, allen Formen aus den vorhergehen— 
den Relhen unbedingt nachgeſetzt werden ſoll. Wollte 
man auf eine ähnliche Weiſe, wie bey den urſpruͤngli⸗ 
chen combinatoriſchen Operationen, der Rangordnung 


1 H 

man erf V= A, B, C; darauf V Aa, Ac, Ad, 
Ba, Be, Bd, Ca, Ce, Cd; endlich v = Aas, Aaß, Aan, 
Aad, Aca, Acß, Acy, Acd u. ſ. w., mit dem Nachſetzen 
von a, B, 7, d hinter jede Form der vorigen Varia⸗ 
tionsclaſſe fortgefahren. £ 

Wollte man die Elemente der folgenden Reihe den 
Formen, die ſich aus den vorhergehenden ſchon ges 
bildet haben, nicht nach, ſondern vorſetzen, ſo muͤßte 
man zur Regel machen, daß die letzte Stelle der 
Form ſich auf die erſte der gegebenen Reihen bes 
ziehn ſollte, und ſo fort; eine Unordnung, die ohne 
alle Noth eingefuͤhrt ſeyn wuͤrde. 
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zufolge, welche unter verſchledenen Varlationsſormen 
Statt finden kann, von der niedrigſten ausgehn, und 
allmaͤllg zu jeder ſucceſſiv höheren fortſchreiten, fo wurde 
bier, im Allgemeinen, folgendes Verfahren noͤthig ſeyn. 
Jede Stelle der Formen iſt an eine beſtimmte Reihe 
gebunden, ſo daß ſie nur aus dieſer die Elemente 
empfangen kann, wodurch ſie beſetzt werden ſoll. Um 
die niedrigſte Form zu erhalten, beſetze man alſo jede 
Stelle mit dem niedrigſten Elemente, welches die zur 
Ausfuͤllung dieſer Stelle beſtimmte Reihe in ſich faßt. 
Um zu einer gegebenen Form die naͤchſihoͤhere zu fin« 
den, ſuche man die ſpaͤteſte Stelle der Form, in welche, 
aus der, ihr zugehoͤrigen Reihe, noch ein hoͤheres Ele. 
ment geſetzt werden darf, und bringe in ſie das am 
wenigſten hoͤhere wieder hinein; die folgenden Stellen 
fülle man jede mit dem allerniedrigſten Elemente aus, 
welches in den, zu ihrer Erfüllung angewieſenen Rei⸗ 
ben, überall vorkommt, dadurch entſteht die nächfihö- ` 
here Form. In dem Specialfalle, wo jede der gege⸗ 
benen Reihen fo viel Elemente, als die andre beſitzt, 
vom erſten an, bis zum hoͤchſten hinauf, kann ſich 
dieſes Verfahren ſehr abkuͤrzen, weil alsdann die Ele⸗ 
mente, womit die eine Stelle der Form, ſo wie die 
andre, beſetzt werden kann, ein fuͤr allemal bekannt, 
‚und immer dieſelben find, Alsdann kann es heiſſen: 
man ſetze in die moͤglichſt ſpaͤteſte Stelle ein naͤchſt⸗ 
größeres Element, und fülle alle folgenden nach ihr, 
fo oft es deren geben ſollte, mit lauter r aus. In 
dieſem Falle erſcheinen die Warlatlonsſormen als Com⸗ 
; C 


— 


© 
binotionscomplexlonen, die ſich aus einer einzigen Reihe 


| von Elementen, dem gemelnſchaftlichen Index aller 
vorhandnen Reihen der gegebenen Dinge, gebildet haͤt⸗ 


ten, dabey aber in allen Permutatlonen, die ihre Ele⸗ 
mente erlaubten, vollſtaͤndig dargeſtellt. Gerade dirſer 
Fall kommt im arithmetiſchen Gebrauche des Variirens 
ſehr häufig vor, und die Regel ſuͤr ihn iſt von auſſer⸗ 
ordentlicher Wichtigkeit. Sind, ſo lautet ſie, mehrere 
an Zahl und Rang der Elemente völlig gleiche Sc, 
hen vorhanden, ſo bezeichne man ihre gleichhohen Glie⸗ 
der durch dieſelbe Zahl, und bilde auf dieſe Art einen 


Index, welcher die naturlichen Zahlen, nach der Ord⸗ 


nung, enthalten wird. Aus dieſem Index erzeuge man 
zuerſt alle möglichen Comblnationsſormen des Grades, 
welcher durch die Zahl der vorhandenen Reihen vorge: 
ſchrieben iſt. Alsdann permutite man vollſtaͤndig auf 
alle moͤglichen Arten jede dieſer "Combinationsformen, 
Der Inbegriff aller daraus entſtandenen Complexionen 
giebt die geſuchten Variationsformen, in denen jedes 
Element ein Glied aus einer der gegebenen Reihen be⸗ 
deutet, ſo daß die Zahl der Stelle, worin das gie, 
ment ſteht, die Zahl der Reihe nachweiſt, woraus es 
genommen werden ſoll. Bloß in dieſem lezten Falle alſo 
dürfte man allenfalls ſagen, daß die Variation Dh auf 
Permutiren und Combiniren zuruͤckfuͤhren laͤßt; in allen 
übrigen , ſobald z. E. die eine Reihe nicht eben fo viel 
Elemente hat, als die ondre, oder einzelne Glieder, in 
der einen oder der andern, von gewiſſer Zahl, nicht vor⸗ 
handen find, SES doch im Allgemeinen eben ſo gut 
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gedacht werden kann, findet dleſe Zuruͤkfuͤhrung durch⸗ 
aus keine Statt, und es bleibt das Varliren ein ur⸗ 
fprüngtiches,, obgleich ſchon zuſammengeſetztes combinas 
toriſches Verfahren. Für die Arithmetik (8 es das 
wichtigſte unter allen, denn vermöge feiner, wie for 
gleich im folgenden Capitel erhellen wird, treten werft 
die Begriffe und Regeln der Combinatlonslehre in die 
Wiſſenſchaft der Zahlen verknuͤpfungen ein. 


Drittes Kapitel. 


Nähere Entwicklung der Geſetze des Mul⸗ 
tiplicirens zuſammengeſetzter Groͤßen. 
Binomiſcher Lehrſatz. 


Die Multiplication vielthelliger Größen mit. ein 
ander, bietet ſchon in ihrer unbeſtimmteſten Form, wo 
die einzelnen Theile der Faetoren noch kein Geſetz des 
Fortſchritts beobachten „ mithin noch nicht ſucceſſive Pos 
tenzen einer beſtimmten Hauptgroͤße enthalten, ſondern 
jeder als Etwas einfaches ſuͤr ſich gegeben werden, 
Stoff zur Anwendung combinatoriſcher Begriffe dar. 
Oſſenbar ſtellen die zuſammengeſetzten Factoren, welche 
ſich zu einem Producte verbinden ſollen, in ihren Glie ` 
dern einzelne Elemente vor, die ſich durch die Multl⸗ 
plication als Factoren zuſammengeſellen; die Operation. 
vollenden heißt hier N anders, als alle moͤglichen 

C 2 
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Formen darſtellen, zu denen jede der vorhandenen git, 
theiligen Größen oder Elementenreihen, zur Zeit, eins 
ihrer Glieder, oder Elemente hergegeben hat. Will 
man alſo nur das Zuſammenſtellen der Elemente ein 
Zuſammenſtellen von Factoren ſeyn laſſen, dos Zufam- 
menſtellen der Formen felbft aber ein Setzen von Theis 
len, ſo kommt das ganze Geſchaͤfft auf die Bildung 
aller Variationsformen aus mehreren gegebenen Reis 
hen zuruͤck. In der That iſt auch das allmaͤlig out, 
ſteigende Verfahren, wobey man die Glieder der erſten 
Reihe erſt ſucceſſiv mit allen Gliedern der zweyten; 
darauf dleſe Producte allmaͤllg mit den ſucceſſiven Glie- 
dern der dritten multiplieirt, und fo fort, ganz der ei» 
nen Regel des Variirens gemäß. Aber fie iſt offenbar 
nicht die einzig mögliche, und namentlich würde die 
zweyte Hauptmethode, welche nicht von niedrigeren 
Claſſen zu höheren aufſtelgt, fondern von Form zu 
Form, ihren wachſenden Range gemaͤß fortſchreitet, in 
den meiſten Faͤllen bequemer und sien? in ber 
Ausübung ſeyn. 

Indeſſen verdient eine ſolche Multiplication, bey 
welcher weder die Data noch das Reſultat beſilmmte 
Geſetze des Fortſchritts in ſich tragen, keine beſondre 
Betrachtung, iſt einer ſolchen auch im Allgemeinen 
nicht weiter fähig p). Sobald wir aber die Annahme 


ei Man müßte denn vermdge einer willkuͤhrlichen An: 
nahme den bloß combinatoriſchen Rang der einzel: 
nen Producte zu einem wuͤrklichen erheben wollen, 

wo ſich freylich die Aufgabe: jedes Product, ſobald 
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in Beziehung auf fie fpechalifiven, bietet ſich ollerdings 
zu naheren Entwicklungen Veranlaſſung dar. Nament⸗ 
lich, wenn alle die Reihen von Theilen, die ſich mit 
einander multipliciren ſollen, als identiſch angenommen 
werden, wenn es alſo, in der gewöhnlichen Kunſtſprache 
darauf onkommt, eine vieltheillge Größe (Polynomium) 
auf die Potenz eines ganzen und poſitiven Exponenten 
zu erheben, ſo geſtatten uns die ſchon bekannten Re⸗ 
geln der Ordnung Abkuͤrzungen und Modificationen 
des urſpruͤnglichen Verfahrens, die wohl verdienen, 
entwickelt und in beſondre Regeln niedergelegt zu werden. 
Um mit dem einfachſten Falle anzufangen, fo moͤ⸗ 
gen alle die gleichen Factoren, woraus ſich das Pros 
duct bilden ſoll, nur zweytheilig ſeyn (Binomium). 
Man hat alſo mehrere Reihen, deren jede zwey Ele 
mente in ſich faßt, und ſoll aus ihnen alle Varlations⸗ 
formen bilden. Hier findet alſo der leichteſte Fall die 
ſer Operation Statt, wo man, ohne weitere Ruͤckſicht, 
für alle Reihen einen gemeinfchaftlichen Inder ein fuͤh. 
ren darf; und unmittelbar aus ſeinen Elementen die 
Variationsſormen zuſammenſetzen kann. Dabey wird 
ſuͤr die gegenwärtige Vorausſetzung die Regel der Abs 
leitung die bequemſte ſeyn, welcher gemäß aus dem ge: 
meinſchaftlichen Inder der gegebenen Reihen, feine Ele⸗ 
mente als unbeſtimmt wiederholbar gedacht, erſt alle 
Bean Combinatlonsſormen abgeleitet werden, und 


nur ſeine Zahl vorgeſchrieben iſt, unabhaͤngig von 
allen übrigen darzuſtellen, aufwerfen, und (ien 
laſſen wuͤrde. 


` 


nachher jede von dieſen Formen auf alle mögliche Arten 
permutitt erſcheint. Denn da die gleichhohen Glieder 
der hier angenommenen Reihen durchaus dieſelben ſind, 
die Elemente der Formen aber als Factoren zuſammen⸗ 
geſtellt werden, und geaͤnderte Folge der Factoren auf 
die Groͤße des Products keinen Einfluß hat, ſo muͤſſen 
hier alle die Formen, welche durch bloßes Permutlren 
andrer entſtehn, als Identiſch betrachtet, und im Zuſam⸗ 
mennehmen als Wiederholungen des nemlichen Products 
nur gezählt werden, damit von jeder bekannt werde, 
wie oft ſie vorkommt. Dies erreicht ſich aber ſogleich 
dadurch, daß man aus den Elementen des gemeinſchaft⸗ 
lichen Index nur diejenigen Complexionen wuͤrklich oppe 
wickelt, die ſich durch geänderten Inhalt von einander 
unterſcheiden, und, fott jede von ihnen wuͤrklich zu 
permutiren, ihr bloß als Factor die Per mutations zahl 
beyfüge, welche der Menge und Art der in ihr vor⸗ 
2 Elemente zukommen wird. 
Dieſe Combinationsformen aber, da nur zwey, un⸗ 
bes, wiederholbare Elemente vorhanden ſind, und der 


Srad der Claſſe wozu fie gehören ſollen, durch dle 


Menge der gegebenen Reihen vorgeſchrieben iſt, bilden 
ſich, der Idee einer Rangfolge unter ihnen ſelbſt zu⸗ 
folge, auf eine ſehr einfache Weiſe. Die niedrigſte 
enthaͤlt lauter Elemente, deren jedes dem erſten des gp 
gebenen gleich iſt; jede folgende entſteht, wenn man 
aus der vorhergehenden ein erſtes Element berauswirſt, 
um bafuͤr ein zwentes wieder an den Platz zu ſetzen, 
als wodurch hier allein eine Erhoͤhung geſchehen kann. 
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Weiß man alſo nur von einer ſolchen Form, die wie⸗ 
vielſte nach der anfänglichen fie ſeyn ſoll, ſo kennt man 
ihren ganzen Bau. Site hat ſo viele zweyte Elemente 
in ſich, als ihre Zahl anglsbt, und daneben ſo viele 
erſte, als nöchig find; um dieſe Zahl zu der derjenigen 
zu ergänzen, welche die Menge der vorhandenen Rei, 
ben, oder die Claſſe der d Miete Deen Keen 


An Ri atb be 


eeng alſo kann ge ët. Zar: folgen. Mull. 
ee vollſtändig ausgeſprochen werden. Soll man 
eine zweycheilſge Große (a I. b) auf eine vorgeſchrie 
bene Potenz von ganzem und poſitiven Exponenten 
erheben, ſo bilde man eine Reihe einzelner Producte, 
jedes ſo viele Factoren enthaltend, als der Grad der 
Potenz fodert. Im anfänglichen ; ‚müffen alle Factoren 
dem erſten Tele der gegebenen Große gleich bm, (a? 
in den ſucceſſiv folgenden. muß fi) bey jedem Schritte =? 
einer von dieſen Factoren verlieren, und daſar ein an · 
drer, welcher dem Agenten Theile der gegebenen Größe 
gleich iſt, wieder an die Stelle treten, ſo daß, allge⸗ 
mein, ein folgendes Product von beſtimmter Zahl, eine 
Potenz des erſten Theils enthalten wird, in deren Ex⸗ 
ponenten ſo viele Einhelten an der anſänglichen Menge 
ſehlen, als die Zahl des Products anzeigt, daneben 
aber als Factor eine Potenz des zweyten Theils in ſich 
N Wiën muß, deren Exponent eben dieſe Zahl des Pro⸗ 
duets ſelbſt iſt⸗ (Das rie Glied von (a 4 b)n wird 
aK. br enthalten). Jedes von dieſen Producten muß 
ka geſetzt werden, als feine Factoren, wenn fie Ele. 
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mente einer Permutation wären, Verſetzungsformen ep, 


ae wuͤrden. iel 


Was dieſe "eet beni, dle bier als 
Factor oder Coefficient in den Gliedern einer Potenz von 
einer zweytheiligen Größe vorkommt, und in ſo fern 
Binomialcoefficient zu heiſſen pflegt, fo find zwar 
die Geſetze ihrer Bildung bekannt, indeſſen laͤſſt ſich 
dabey noch eine, Bemerkung verdienende, Abkuͤr zung 
anbringen. Die Producte enthalten alle gleichviel 
Factoren, die Zahl der Elemente alſo, welche permus 
fire werden ſollen, iſt immer die nemliche. Wären 
daher alle dieſe Elemente verſchieden, ſo bliebe dle 
Permutationszahl immer dieſelbe; ein Product aller 
ganzen Zahlen von 1 an, bis zur Zahl der vorhande⸗ 
nen Elemente hinauf (n. (n — 1) . . 1). Aber da 
in jedem Producte gleiche Factoren oder Elemente (ie: 


gen, ſo muß ſie noch Veraͤnderungen erleiden; fuͤr 


jede Zahl gleicher Elemente, die unter den gegebenen 
vorkommen, hat man ſie durch die Permutations zahl 
zu dividiren, welche einer ſolchen Menge zukommt. 
Das anfängliche Product, fo wie das allerlezte, enthal⸗ 
ten lauter gleiche Factoren; für fi e olſo wird die Pers 
mutationszahl, weil Dividend und Divifor ſich aufhe⸗ 
ben, die Einheit. Alle übrigen: Producte aber ent, 
halten gleiche Factoren von zweyerley Art; fuͤr ſie alſo 
muß die volle Permutationszahl durch zwey kleinere 


dividirt werden, welche den kleineren Mengen von un⸗ 


tereinander gleichen Elementen zugehoͤren, die in der 


A 
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Form enthalten find. (In Zeichen: das xt unter den 
Producten 9 — aur. b. Seine Verſetzungszahl alfo 


n. mein 


SE i oͤße⸗ 
(ar) ) Nun aber iſt in einer ge Ge, 


ten an jede kleinere enthalten. Man 
wird alſo wenigſtens die eine von jenen beyden kleine⸗ 
ren ſogleich gegen die volle Permutations zahl heben 
koͤnnen, wenn auch die Diviſton mit der andern nur 
angedeutet werden kann. Alsdann gehn die Factoren 
der vollen Permutations zahl vom hoͤchſten nur ſowelt 
herab, bis die Relhe dieſer, allmaͤlig ſich um eine Ein» 
heit verringernden, Zahlen, an den hoͤchſten Factor jener 
kleineren aufzuhebenden Permutations zahl kommt; und 
brechen, ohne Melen noch mt in ſich aufzunehmen, auf 
einmal ab. Zu ihrem Producte gehoͤtt als Diviſor 
\ alsdann bloß noch die zweyte der kleineren Permuta⸗ 
tlonszahlen, die ſich zwar in der Wirklichkeit gleich⸗ 
falls muß heben laſſen, von der aber im Allgemeinen 
nicht mehr angegeben werden kann, wie es geſchehn 
muß. An ſich iſt es völlig gleichgültig, welche von 
den beyden kleineren Verſetzungszahlen, gegen. eben je 
viele, den ihrigen gleiche, Factoren der vollen, gehoben 
werden ſoll; es iſt indeſſen am gebräuchlichſten, es die ⸗ 
jenige ſeyn zu loſſen, welche wegen der unter einander 
gleichen Elemente oder Factoren von der Art des erſten 
Side, als Divifor gefege werden muß (In Zechen: 
wenn das rie unter den Producten, in welche ſich 
(a Tbhn entwickeln wird, an br, und dem gemäß 
der anfängliche Ausdruck feiner Verſetzungszahl, die ihm 


rn . ee m en AAL A 
+ 


4 


als Sete bepgegeben bent mg/ un-. Be 


Ale Tee ee ee, (Asp). Se 
if, fo o bebt man die der Menge gleicher Faetoren von 
der Art a, d. CH der Zahl n—r,. zugehorige Ber 
ſetzungs zahl (n — r) 1, durch Diviſian würflich,, fo. 
daß die obere nur noch von n. bis auf (n—rT＋ ı) 
herabgeht, die folgenden Faetoren aber, von ur an 


bis 1 aus ihr wegfallen; alsdann bleibt im Diviſor 


bloß die zweyte Verſetzungszahl, die wegen der gleichen 
Factoren von der Art b in ihm vorkam, d. h. 1 4 4 
ungeaͤndert ſtehn. Es wird alſo der Factor, welcher 
dem Producte aur. hr beygegeben werden muß, nach 
Gr Kach ge indem 
EEE ET . Bin lm Aë Mé 
D TEE gie dae ker Ce Sun 
ren im Nenner umzukehren. Es konnte aber auch 


e enge wenn man die zweyte Per mutations zahl 


Geben, Bi te fe Ei Ir wolle, — — 
ſeyn; beyde Ausdruͤcke ID? bp ch identiſch und es hänge 
von Umſtänden ab, ob der eine oder der andre beque⸗ 
mer im Gebrauche ſeyn ſoll. )) N 

Um alle dieſe Entwicklungen in eine Miche 
Regel zuſammenzufaſſen, kann man ſich ſolgendermaßen 
ousdruͤcken. Um eine zweythellige Größe (a = b) auf 
die Potenz eines beſtimmten Exponenten, der hier als 
ganze poſitive Zahl gedacht wird (n), zu erheben, bilde 


man eine Reibe von Glledern, in weicher das Anfangs- 


gie nichts weiter als eine eben ſo hohe Potenz des 


43 


erſten Theils (ar) enthaͤlt, jedes folgende (rie) aber eine 
Potenz des eren. Theils, derem Exponenten an jener an⸗ 
fänglichen Höhe ſchon ſo viele Einheiten abgehn, als die 
Zahl des Gliedes in ſich faſſt, (an = nebſt einer Potenz 
des zweyten Teils, deren Exponent gerade ſopiel Einhei 
ten enthaͤlt, als die Zahl des Gliedes (bi). Jedes Glied 
bekomme einen beſtimmten Coefficienten, Dieſer muß 
jedesmal ein Bruch fon, deſſen Zaͤhler und Nenner 
Producte aus benachbarten ganzen Zahlen fi ind. Im 
Zahler fangt ſich das Product immer mit dem Grade 
der vorgeſchriebenen Potenz PR, o 2 Sg Factor, 
an, und gebt, durch Soen. die fi ch fucce 10 um 
elne Einheit verringern, ſo welt fort, ba es zu einem 
Joctor herabgekommen iſt, der vom Grade der Potenz 
ſo viele Einhelten ſchon verloren hat, als die um eine 
Einheit verringerte Zahl des Coefficienten andeutet (von 
n bis auf n — (r — 1) herubgekommen if). Im 
Nenner beginnt das Product mit der Einßeit, und 
geht, durch alle ſucceſſiv großeren Zahlen, bis auf die 
des Coeffitienten ſelbſt, welche * lezten Pr a 
ren e (von 1 bis r). 

Wollte man bloß in Zechen reden, e SIN ſich 
dle ganze Vorſchriſt ſo aus. Es iſt (a ＋ bin 
eine Reihe, deren Anfangsglied au, cee Glied 


n. (n - 1) (n — r = 1000 au- be Gë Sot . 
d Sat tr. gau 16a 181 An 


ſetze ur für e alte Saen . an, duch die fie 
teſſiven ganzen Zahlen hindurch, um aus dieſem unbe⸗ 
ſtimmten Ausdrucke alle einzelnen Glieder, vom erſten 
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nach dem anfaͤnglichen an, bis zum lezten, welches das 
nt nach ihm ſeyn wird, vollftändig zu entwickeln. 

In der Folge ſollen die Coefficlenten, welche in den 
Gliedern der berechneten Potenz eines’ Binomiums eer. 
kommen, ols Groͤßen von bekannter Bildung durch ein 
einfaches Zeichen angedeutet werben. „ ſoll den Bock 
ſielenten des rie Gliedes in der nt Potenz einer zwey⸗ 
theillgen Große, und alſo ſoviel als 


ee n Der haͤuſige 


Gebrauch biefer Zahlen rechtfertigt eine ſolche Abkürzung. 
um nur einige Beziehungen dieſer Zahlen, welche 
noch bey ſehr vielen andern Größen Verknüpfungen 
gebraucht werden, hier anzufuͤhren, fo. folgt unmittelbar 
aus ihrer Entſtebung, daß zwey ſolche Binomialcoef- 
ficienten, ſobald fie. nur in ‚der volljtändigen Reihe, 
welche alle, zu der nemlichen Potenz gehoͤrige, in ſich 
ſchließt, gleich welt vom Anfang und Ende abſtehn, 
‚völlig gleich unter einander ſeyn werden. (In Zeichen: 
„B= 22. wéi ‚Dies bringe: bey der wuͤrklichen Berech- 
nung aller, zu einer ſolchen Potenz gehoͤrigen, Glieder 
den Vortheil, daß, ſobald man uͤber die Haͤlſte zu 
gelangen beginnt, die Coeſſicienten der folgenden Glie⸗ 
der aus den ſchon vorhandenen der vorhergehenden un. 
mittelbar abgenommen werden koͤnnen. Aber nicht 
bloß unter den Coeſſiclenten der nemlichen Potenz, 
ſondern auch unter denen, die zu ſucceſſiven Potenzen 
gehoͤren, findet eine nahe Verwandſchaft Statt. Zwey 
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Binomiafcoefficienten einer gewiſſen Potenz, die un⸗ 
mittelbar auf einander folgen, geben, zuſammenaddirt, 
einen Blinomialcoefficienten der naͤchſthoͤheren Potenz, 
deſſen Zahl ſo hoch iſt, als die des lezten unter den 
bepden, welche Dé zu ihm vereinigten. (In Zeichen: 
„ BB). Der Beweis dieſer Behaup⸗ 
tung kann ſehr leicht durch wuͤrkliche Addition geführe 
werden. (Es ift 8 . 
f 1.2...D- 
E n.(n—ı).. EE 
7 1 8. F (r TI) 


Be BR aan n man ſie addiren kann, 
auf einerley Benennung gebracht werden. Dazu iſt 
bloß noͤthig, den erſten im Zähler und Nenner mlt 
(r 1) zu multiplieiren. Iſt dies geſchehn, fo haben 
die Zaͤhler der gleichbenannten Bruͤche die Factoren 
n. (u — 1). - (a—(r—1)) gemein; der erſte hat 
nur (r + 1) eigenthuͤmlich, der zweyte nur (n—r), 
Dieſe beyden eigenthuͤmlichen Factoren geben, durch 
Addition vereinigt, (r 1) F(n—r)=(n+ 1); dieſe 
Summe, mit den vorher abgeſonderten, beyden Theilen 
gemeinſchaftlichen, Factoren multiplicltt, (n ı).n.... 
n- (r— 1), als den Zähler des neuen Bruchs, worin 
man offenbar ohne Aenderung des Werths den lezten 
Factor auch durch (n 4 1 — r) ausdruͤcken kann. Da⸗ 
zu den gemeinſchaftlichen Nenner als ſolchen wleder ge⸗ 
` E (n Ie r) 


fuͤgt ` t 
ſuͤgt, ekommt man SE 


, welches, 


| 4 
dem Bas Geſetze gemäß, der entwickelte Werth 


von EH iſt.). Kaͤme es darauf an, fuͤr die ſucceſ. 
fiven Potenzen eine Tabelle der Blnomialcoeffleienten 
zu entwerfen, ſo wuͤrde dieſer Sotz dazu ſehr brauch⸗ 
bar ſeyn. Der Coefſtetent des Anfangsglledes in je. 

der Potenz iſt die Einheit; alle übrigen aber findet 
man durch ſucceſſive Addition von zwey benachbarten 
Coeffieienten der unmittelbor vorhergehenden Potenz o) 
Noch eine andre leicht abzulzitende und ſehr brauchbare 
Beziehung iſt die: daß alle Binomialcoefficlenten, die 
zu derſelben Potenz gehoͤren, in eine Summe gezogen, 


jedesmal eine Potenz der Zahl 2 hervorbringen, dem 


Grade nach ſo hoch, als die, welcher die Coefficienten 
angehörten. (In Zeichen: 1 P „ + CH u 2 
San). Der Beweis dieſes Satzes ergibt ſich auf 
folgende Art. Alle Glieder der entwickelten Potenz 
elner zweythelligen Größe, zuſammengerechnet, geben 
den Werth dleſer Potenz, was auch die beyden Theile E 


N Der Anfang einer ſolchen Tabelle ſaͤhe ſo aus: 


Grad = Zahl des Coefſielenten 
e chter AE nn gë 

EE el be 

2 123 6 

a Tt Et H | 
ET] E 

5 1 d 10 105 1 | E 
6 1 15 20 15 6 1 

7 1 7 21 35 35 217 1 


Das Aufangsglied jeder Porizontalreihe iſt 1, jedes 
folgende iſt durch Addition des daruͤber ſtehenden zu 

dem dieſem in ſeiner Reihe unmittelbar vorherge⸗ 
henden erzeugt, PR 
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der potenzlitten Größe ſeyn mögen. ` Nimt man alfo 
an, daß der erſte Theil, ſo wle der zweyte, jeder die 
Einheit iſt, ſo betragt die zweytheilige Größe eigentlich 
die Zahl 2, und * gefoderte Potenz von ihr iſt eine 
Potenz der Zahl 2. Aber in der Reihe von Gliedern, 


welche die Entwicklung dieſer Potenz darſtellt, ver ⸗ 


ſchwinden bey dieſer Annahme die Potenzen des erſten 


ſowohl als des zweyten Theils, denn jede Potenz dern 


Einheit iſt ſelbſt wieder die Einheit, und kann als 


Factor weggelaſſen werden. Es bleiben alſo in den 
Gliedern bloß die Coefficlenten ſtehn, und ihre Summe 


iſt es allein, welche den Werth jener berechneten Po⸗ 
tenz ausmacht. (In Zeichen: Wenn allgemein kk 
) an ap, an 1 b en. i ap be iſt, und man, 
für a und b, die Einheit an bie Stel ſeht, ſo set 
arzt AfD | 


Es iſt nicht nothwendig / dle Unterſuchung auf eig 


zweytheilige Groͤße zu beſchraͤken. Man mag eine 
aus beliebig vielen Theilen beſtehende (Polynomium) 
annehmen, um fie auf eine gewiſſe Potenz zu erheben, 
und das Verfahren wird im Weſentlichen ungeaͤndert 


bleiben. Die Reihen, woraus alsdann die Varlations⸗ | 


formen gebildet werden follen, enthalten jede nur mehr 
als zwey Glieder, der ihnen allen gemeinſchaſtliche In⸗ 
der alſo mehr als zwey Elemente. Man erzeugt aus 
dieſem Index olle die Combinationsformen, welche, bey 


unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente, ſich durch 


wuͤrklich geaͤnderten Inhalt von einander unterſchelden, 
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und füge jeder von ihnen als Factor die Permutations⸗ 
zahl bey, welche der Art und Menge der in ihr be⸗ 
findlichen Elemente zugehoͤrt. Dabey iſt alſo eines 
Theils das Bilden der Combinations formen weitlaͤuftiger 
wie vorhin, weil der Fortſchritt von der einen zur op. 
dern nicht mehr ſo einfach ausgedruͤckt werden kann, 
und nicht ſich immer gleich bleibt; andern Thells aber 
auch die Zuſammenſetzung der Permutationszahlen 


: mannichſaltiger, weil hier mehr als zwey Arten gleis 


cher Elemente vorkommen koͤnnen 7). Ueberhaupt aber 
verdienen vleltheilige Größen, in deren fuccefliven Theilen 
kein weiteres Geſetz des Fortſchritts beobachtet ſeyn fol, 
kaum eine ausführliche Betrachtung. 
Sobald wir zu den Formen zuruͤckkehren, welche 
den Hauptgegenſtand der Analyſis ausmachen, d. h. zu 
ſolchen, die nach Potenzen einer gewiſſen Hauptgroͤße 
angeordnet ſind, um bey ihnen die Aufgabe der Muls 
tiplication vollſtaͤndig zu loͤſen, fo finden wir unfre bis. 
herigen Betrachtungen noch immer als unzureichend. 
Wir find allerdings in Beſitz mehrerer Methoden, die 
uns alle einzelnen Partial -Produete ſolcher zuſammen⸗ 
gefegten Factoren vollftändig ſchoffen koͤnnen, aber die 


5) Von a g be wäre die dritte Potenz auf dieſem 
Wege geſucht, ſo zu erhalten. Aus drey Elementen, 
ae b, e, die wiederholbar find, giebt es folgende For: 
men: aaa, aab, aac, abb, abc, acc, bbb, bbe, bee, 
ce; ihre Permutationszahlen ſind: 1, 3, 3, 3, 6, 3, 
1, 3,3, 1; es iſt alſo (a gb e) = 4 EIN 

FT 3a + gabs + Gabe + Zac? + b + abäe 
sac) + 3be? + PER 
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Ordnung, worin wir dieſe Producte erhalten, iſt eine 
bloß combinatoriſche. Und es iſt uns hier ein ganz 
andres Princip der Anordnung gegeben; alle bie Pros 
ducte, welche die remliche Potenz der Hauptgroͤße in 
ſich ſchließen, ſollen zu einer Summe zuſammengezogen 
werden. Dieſe Bedingung aber mobifſeirt die combi · 
natoriſchen Regeln, wenn ſie ſo eingerichtet werben fol 
len, daß durch ihren e de ſogleich auch ſie erfuͤlt 
gg Bun 


Viertes ee 


a n zu beſtimmten Summen. 6% 
brauch davon bey der Bildung eines Products 
0 aus Formen des erſten Grades. 


Lef, ie: nach Potenzen einer beſtummten 
Hauptgroͤße foreichreitende,, Formen mit einander mul. 
tiplicirt werden ſollen, fo iſt es nicht genug, alle moͤg⸗ 
lichen Producte zu bilden, die ſich dadurch, daß jede 
dieſer Formen zur Zeit elnes von ihren Gliedern als 
Factor ergibt, hervorbringen loſſen. a Das Zuſammen⸗ 
ordnen jener Producte, ‚ fo, daß a diejenigen, welche 
eine gleſchhohe Potenz der Haubptgroͤße enthalten, als 
Thelle eines einzigen Hauprgliedes erſcheinen, machte d e 
nen zweyten, eben fo weſentlichen Theil der ganzen Ope⸗ 
ration aus. Dabey entſcheiden alſo die Potenzen der 
N welche in den einzelnen Gliedern der ſich 
| D 


V 
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multiplielrenden Formen liegen. Ihre Exponenten, zu⸗ 
ſammenaddirt, geben den Exponenten der Potenz, wel, 
che das Product enthalten muß, waͤhrend das Product 
ihrer Coefficienten als Coefficlent in eben demſelben 
erſcheint. Waͤre es alſo moͤglich, die Coefficienten der 
einzelnen Glieder in den gegebenen zuſammengeſetzten 
Factoren, bey der Einführung eines Inder für diefel- 
ben, durch Zahlen anzudeuten, die zugleich die Expo⸗ 
nenten der Potenzen ausdruͤckten, welche die Hauptgroͤße 
in dieſe Glieder abgegeben haͤtte, ſo wuͤrde daraus elne 
große Erleichterung entſpringen. Man brauchte ſich 
alsdann bloß um die Coefficienten der Glieder zu be, 
kuͤmmern, und Producte aus ihnen zu bilden. Wollte 
man wiſſen, was für eine Potenz der Hauptgröfe ein 
ſolches Product bey ſich führen muͤſſte, fo rechnete man 
nur die Zahlen zuſammen, wodurch die Coefficienren, 
aus denen, als Factoren, dasſelbe gebildet iſt, ange⸗ 
deutet worden find. Und fo kann das Zuruͤckſuͤhren der 
Multiplication auf das Barliren auch hier weſentliche 
Dienſte leiſten. Sollte es vollends moͤglich ſeyn, die 
Regeln fuͤr die Darftellung oller Bariationsformen, die 
zu einer gewiſſen Claſſe gehören, fo zu mobificiren, daß 
dieſe Formen, ohne ſich in unbedingte combinatoriſche 
‚Rangfolge zu Delen, gruppenweiſe hervorgingen, fo daß 
alle diejenigen, worin die Summe der Elemente die. 
feibe Zahl ausmachte, ‚übrigens unter ſich auß die ger 
woͤhnliche Art geordnet, als zu einer einzigen Gruppe 
gehoͤrig „bervorgehn muͤſſten, fo würde auf dieſem Wege 
Alles si, was nur dag werden kann. Denn 
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man ‚hätte in dem Inbegriff aller Formen, die der nem 
lichen Summe angehoͤrten, den Inbegriff aller Coejfi- 
cienten Producte aus den gegebenen Reihen, die zu der 
nemlichen Potenz der Hauptgroͤße gehörten, zu berjeni« 
gen nemlich, wofür der Exponent eben jene gemein⸗ 
ſchaftliche Summe ſeyn würde. 

Die gefoderte Bedingung aber, einen gemeinſchaft⸗ 
lichen Inder für alle gegebenen Reihen anzuführen, der 
zugleich die Coefficlenten dieſer Glieder andeutet, und 
den Exponenten der Potenz, welche dan ben vorkommt, 
ausdrucken ſoll, erfullt Dh ohne Schwierigkeit. Wir 
haben es bier noch mit Formen zu thun, deren Poten⸗ 
zen nach ganzen und poſi tiven Exponenten fortſchreiten, 
ſo daß in jedem folgenden Gliede eine andre ganze Zahl 
als Exponent der Potenz vorkommt. Es kann alſo 
nichts hindern, dleſe Exponenten ſelbſt zu Anzeigern der 
Glieder zu machen. Selbſt dann, wenn im Anfangs⸗ 
gllede der gegebenen Relhen gar keine Potenz der Haupt⸗ 
größe vorkaͤme, wuͤrde nichts hindern koͤnnen, o zum 
Zeichen dieſes Gliedes zu machen. Es iſt uͤberhaupt 
durchaus nicht nothwendig, daß zum Behuf ‚combinas 
a Operationen die natürliche Zahlenreihe von x 

„in ununterbrochener Folge zur Andeutung der ge⸗ 
Dun Elemente gebraucht werde, fondern nur das 
natuͤrlichſte, und bey völliger Willkuͤhr vor zuͤglichſte Ver⸗ 
fahren. Haben die Glieder einer Reihe aus anderwel⸗ 
tigen Gruͤnden ſucceſſiv verſchiedenen Rang, ſo koͤnnen 
die Rangzahlen derſelben ohne Schwlerlakeit gebrauche 


werden, um als Zelchen jener Glieder zu dienen. Es 
` 2 
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iſt indeſſen ſehr leicht, wenn man will, auf jene "ein 
ſache Vorausſetzung auch hier zuruͤckzukommen. Man 
kann bey jeder, nach Potenzen einer Hauptgroͤße geord⸗ 
neten Reihe, dadurch, daß man alle ihre Glieder mit 
einer willkuͤhrlich eingerichteten Potenz der nemlichen 
Größe multiplieirt oder dividirt, augenblicklich bewuͤrken, 
daß in ihrem erſten Gliede die erſte Potenz der Haupt⸗ 
groͤße vorkommt. Und nach vollendeter Rechnung kann 
man an den Gliedern des Reſultats eben ſo leicht, auf 
umgekehrtem Wege, wieder verbeſſern, was durch jene 
Veraͤnderung einſtweilig unrichtig geworden ſeyn mag. 
Inſofern ſind wir alſo berechtigt, die Formen, welche 
wir hier miteinander zu multipliciren haben, alle ſo 
anzunehmen, daß in ihrem erſten Gliede die erſte Po⸗ 
tenz der Hauptgroͤße, in den folgenden ſucceſſiv höhere 
vorkommen, ſo daß dem gemaͤß die Reihe der natuͤr⸗ 
lichen Zahlen, nur daß Lücken darin geſtattet find, zu⸗ 
gleich die Coefſicienten und den Rang der Potenzen in 
den einzelnen Gliedern andeuten kann. 

Am einfachſten und zugleich am haͤufigſten anwend⸗ 
bar iſt dabey die Vorausſetzung, daß alle die gegebe. 
nen Reihen in gaͤnzlicher Vollſtändigkeit, alle Glieder, 
zwiſchem dem des erflen, und dem des hoͤchſten Ranges 
enthalten. Alsdann kann, wie vorher, fir fie olle ein 
gemeinſchaftlicher Index, die Reihe der natürlichen Zah⸗ 
len gebraucht werden, ſo daß, während der Bildung 
der Variatlonsformen, auf keine der einzelnen Reihen 
ferner Ruͤckſi cht genommen zu werden braucht. fe 
deſſen bleibt dieſe Votausſetzung doch nur ſpeciell 
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Härte die eine Relhe nicht ebenſoviele Glieder als die 
andre, fehlten hier und dort in dieſer oder jener Glie⸗ 
der eines gewiſſen Ranges die in andern vorkaͤmen, fo 
müffte für jede Reihe ein beſondrer Index, freyllch im⸗ 
mer aus der Reihe der natürlichen Zahlen gebildet, an⸗ 
genommen, auf die Stelle der Variationsformen, wel: 
che den Gliedern dieſer Reihe angewieſen iſt, bezogen, 
und waͤhrend der Entwicklung der einzelnen Complexio⸗ 
nen jedesmal in Ruͤckſicht genommen werden. infor 
fern blieben alfo hier alle ſchon vorhin Ge Oe: 
ſehe des Varlirens völlig ungeaͤndert. 

Um mit dem einfachſten Falle SCC „ ſo er 
gen mehrere Reihen mit gleichvlelen und gleichhohen 
Gliedern vorhanden ſeyn. Es werde verlangt, alle 
Variationsformen aufzuſtellen, in denen die Elemente 
eine gewiſſe, unabaͤnderlich beſtimmte Summe darſtel⸗ 
len, und dabey ſaͤmtlich zu der, durch die Zahl der 
Reihen vorgeſchriebenen Claſſe gehören. Dabey wird 
ein gedoppelter Fall erwogen werden muͤſſen: entweder 
die Glieder der Reihen gehn in unbeſtimmte Weite fort, 
ſo daß deren von jeder noch ſo hohen Zahl vorhanden 
ſind, oder ſie brechen mit einem Gliede von beſtimmt 
vorgeſchriebener Höhe ab. 

Das Verfahren, welches ſich auch hier zuerſt dar⸗ 
bietet, iſt das coordinirende, welches von der niedrig⸗ 
ſten Form zu den ſuceeſſiv hoͤheren fortſchreitet. Um die 
niedrigſte Form zu finden, ſetzt man in alle fruͤheren 
Stellen das Niedrigſte, was man beſitzt, das heiſſt 
hier lauter Einen, aber in die allerlezte Stelle ein 
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Element, groß genug um mit jenen Einen dle geſo⸗ 
derte Summe voll zu machen. Bey einer befehränften ` 
Zahl von Elementen hat man vielleicht kein ſo hohes 
mehr in feiner Gewalt, alsdann alfo beſetzt man die 
lezte Stelle ſo hoch als man darf, und legt von dem 
Reſte, der nun noch an der Summe, welche die Form 
darſtellen ſoll fehlen wird, allmälig den vorhergehenden 
Stellen das Hoͤchſte bey, was man nehmen kann, um 
die in ihnen zum Vorſchein kommenden Elemente nicht 
über die vorgeschriebene Grenze zu treiben, wobey ſich 
von ſelbſt verſteht, daß man einer früheren Stelle nicht 
eher eine Erhoͤhung geben darf, als bis die, auf ſie 
folgende, fpätere, keine mehr anzunehmen fähig iſt. 
Um zu einer ſchon gegebenen Form die naͤchſt hohere, 
Bert ben Summe und Claſſe angehoͤrige, zu finden, ſuche 
man die ſpateſte Stelle auf, deren Element ſich erhös - 
hen laͤſſt, weil in einer noch ſpaͤteren Stelle ein er⸗ 


niedrigungsfaͤhiges Element vorhanden iſt, welches den 


Stoff dazu hergeben kann. Man erhoͤhe das erſte Ele⸗ 
ment um eine Einheit, fülle alle folgenden Stellen auch 
mit Einen aus, und ſetze in die lezte ein Element, 
welches mit allen uͤbrigen die verlangte Eumme hervor 
bringt. Sollte ein ſo hohes Element nicht vorhanden 
ſeyn, fo verfahre man genau wieder, wle bey der Vils 
dung der niedrigſten Form in dem nemlichen Falle 5). 
5) Sollten, bey einer unbedingt fortschreitenden Ele⸗ 


mentenreihe alle Variationsformen der vierten Claſſe 
zur Summe 9, (was man nicht unſchicklich durch 


4 8 E ée b Ka 
W andenten könnte, gebildet werden, fo wuͤrde die 
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Auch durch Auffleigen von einer Claſſe zur andern, 
kann man ſolche, einer beſtimmten Claſſe und Summe 
ongehoͤrige, Variationsformen erzeugen, und zwar auf 
mehr als eine Weiſe. Will man z. E. die einmal vor⸗ 
geſchriebene Summe ſeſthalten, und nur von den For⸗ 
men, die dieſe Summe in niedrigern Claſſen darſtellen, 
allmätig zu denen der höheren Claſſen aufſteigen; fo 
gilt folgende Vorſchrift. Gehn dle Elemente fo hoch 
hinauf, ſo giebt es ſchon in der erſten Claſſe eine 
Form, welche die verlangte Summe darſtellt; es iſt 
die Zahl dieſer Summe ſelbſt. Iſt das aber nicht der 


niedrigſte Form 1116, und aus ihr bildeten ſich, 
den Regeln gemaͤß, allmaͤlig die folgenden: 1116, 
1152, 1143, 1134, 1143, 1152, 1161, 1215, 1224, 
1233, 1242, 1251, 1314, 1323, 1332, 1341, 1413, 
1422, 1431, 1512, 1521, I6II, 2115, 2124, 2133, 
2142, 2151, u. ſ. w. 
Waͤre hingegen das hoͤchſte vorhandene Element 
4 fo würde die erſte Form nicht mehr 1116 bleis 
ben duͤrfen; ſetzte man 1114, ſo fehlten an der 
Summe noch zwey Einheiten, die folglich auf die 
naͤchſte Stelle nach der lezten geworfen werden mit 
ſen. So iſt alſo hier die niedrigſte Form 1134, 
und es entſtehn aus ihr folgende: 1134, 1143, 1224, 
1233, 1242, 1314, 1323, 1332, 1341, 2134, 2133, 
3142, 2214, 2223, 2232, 2241, 2313, 2322, 2331, 
2412, 2421, 2517, 3114, 3123, 3132, 3141, 3213, 
3222, 3231, 3312, 3321, 3411, 4113, 4122, 4131, 
4212, 4221, 431. 
Es gibt eine Menge von kleinen Kunftgriffen 
und Abkuͤrzungen bey dem lezten Verfahren, die Je— 
der, bey einiger Uebung, ſich ſelbſt abſtrahiren wird. 


* 
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Fall, ſo muß dle niedrigſte Claſſe, welche wegen der 


Beſchraͤnktheit der Elemente, zu der vorgeſchriebenen 


Summe noͤglich iſt, erſt anderweitig hervorgebracht 


werden. Alsdann dividirt man die Summe durch das 
hoͤchſte vorhandene Element, ſetzt für jede Einheit des 
Quotienten dieſes Element ſelbſt, und, voran dieſer 


Reihe gleicher Elemente, den Reſt, welcher bey der Di« 
viſion etwa geblieben iſt: dadurch erhält man die erſte 


Form der niedrigſt möglichen Claſſe, zu welcher die 
übrigen, der nemlichen Claſſe angehoͤrigen, om bequem» 
ſten durch das coordinirende Verfahren gefunden wer⸗ 
den koͤnnen. Um aber aus allen Formen einer gelt, 
ſen Claſſe zu vorgeſchriebener Summe, alle Formen der 
naͤchſthoheren Claſſe zu derſelben Summe abzuleiten, 
ſetze man den erſteren, indem man ihr Endelement 
um Eins verringert, und diejenigen weglaͤſſt, welche 
ſchon Eins zum Endelement haben, folglich keine ſolche 


Verringerung mehr geſtatten, Eins wieder vor, ſo hat 


man wenigſtens alle die Formen der neuen Caaſſe, 
welche Eins an der Spitze ſuͤhren koͤnnen. Und nun 
gehe man von Ordnung zu Ordnung in dieſer neuen 
Claſſe fort; in allen Formen, die ein gleiches Anfangs⸗ 
element haben, dieſes um eine Einheit erhoͤhend, und 
dabey das Endelement um eine Einheit ernledrigend, 
mit Weglaſſung der Formen, die ſchon die Einheit 


zum Endelement haben. So gelangt man von einer 


Ordnung allmaͤllg zur andern; nur daß man, bey Be⸗ 
ſchraͤnktheit der Elemente, in den allmäligen. Erhöhun« 


E 


gen die vorgeſchriebene Grenze nicht uͤberſchreite 1). 
Man könnte auch, bey der zweyten Methode, aus den 


t) Bey unbegrenz tem Fortſchritt der Elemente find z. E. 
die Variationen zur Summe 7 nach ihren verſchie⸗ 
denen Claſſen folgende: 


* 2 3 
A 
72 16115 
72 LZ 
34133 
43. | 142 
52 | 151 


oa 

8 — rat 
—— »*K[k— 
92 

1585 2922 H ks 

— HI LA sde 


al 


111411113 | 1IIII2.| 1IIIIII 


1123 | 11122 | 111 121 
1132 | II13I | 11 1211 
1141111212 112111 
1213 | 11221 | 121111 
1222 | 11311 2111111 
1231 | 12112 

12121 

12211 

13111 

21112 
21121 

21211 

22111 

31111 
= 


Wäre hingegen die Reihe der Elemente nur bis 4 
gegangen, ſo waͤre 34 die arithmographiſch niedrigſte 


Form geweſen, die aus zu hätte beybehalten wer⸗ 
den duͤrfen, und eben ſo muͤſſten aus den folgenden 
Claſſen die Formen weggelaſſen werden, worin hoͤ⸗ 
here Elemente als 4 vorkommen. Hier iſt offenbar 
das von Claſſe zu Claſſe aufſteigende Verfahren 
mangelhaft, denn man muß bey dem Fortſchreiten 
zu einer neuen Claſſe auch auf die Formen der vor⸗ 
hergehenden Ruͤckſicht nehmen, die wegen der Be⸗ 
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Varlatlonsformen der vorhergehenden Claſſe dadurch 
zu denen der folgenden für die nemliche Summe ge» 
langen, daß man jede dieſer gegebenen Formen naͤhme, 
und ihr Endelement auf alle moͤgliche Arten in zwey 
Theile zerfaͤllte, wobey diejenigen, deren Endelement 
ſchon Eins wäre, nicht in Anſchlag genommen werden 
dürften. Ueberhaupt laſſen ſich die Regeln der Was 
rlation zu beſtimmten Summen auf mancherley Arten 
modificiren. 2 72 


Will man endlich, bey der Bildung einer Varla⸗ 
tlonsclaſſe zu vorgeſchriebener Summe, alle Formen 
der naͤchſtvorhergehenden Elaſſe zu allen nledrigern 
Summen als bekannt vorausſetzen, ſo wird die Regel 
fo lauten: man nehme allmaͤlig jede Gruppe von 


Formen der vorigen Claſſe, die einer niedrigeren 


Summe zugehoͤrt, und füge ihren Formen das 
Element bey, welches ihre Summe zu derjenigen et, 
ganze, die in den verlangten Formen der naͤchſthoͤhe⸗ 
ren Claſſe herrſchen ſoll. Dieſe Regel iſt es, die man 


mechaniſch bey dem gemeinen Multlplicatlonsverfahren 


befolgt. Ihre Anwendung iſt nur da ſtatthaſt, wo 
man alle Glieder eines zuſommengeſetzten Products er, 
halten will, aber ihre Form iſt, wie ſich in der Folge 
zeigen wird, von hoher analptiſcher Wichtigkeit. 


ſchraͤnktheit der Elemente in dieſer ſelbſt nicht mit 
genommen werden dürfen, und fo Vieles am Ende 
wieder weglaſſen; was nur einſtweilig zur Ableitung 

des Folgenden noͤthig geweſen iſt. f 
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Die eben dargeſtellten Vorſchriften find Binlängtic, 
um das Product mehrerer, nach Potenzen einer bes 
ſtimmten Hauptgroͤße fortſchreltender Reihen von gleich 
foͤrmigem Bau zu erzeugen, und ſowohl im Ganzen, 
als im Sinzelnen, die Geſetze feiner Bildung anzuges 
ben. Wir wollen bey dem einfachften Falle einer ſol⸗ 
chen Muftiplication zuerſt von ihnen Gebrauch machen. 
Wir nehmen alſo beliebig viele zweytheilige Faeto⸗ 
ren an, die, um verſchledene zu ſeyn, jeder im erſten 
Theile eine beſondre; beliebige, Größe, im zweyten 
hingegen alle die erſte Potenz der Hauptgroͤße enrhals 
ten moͤgen. (In Zeichen, wir nehmen als Factoren 
Ax, Bx, Cx, u. ſ. w.). Wir wollen unters 
ſuchen, was fuͤr eine, nach Potenzen der Hauptgroͤße 
fortſchreitende Form, ihr Product ſeyn werde, und nach 
welcher Regel jedes bellebige Glied deſſelben gebildet ſey. 
Man bezeichne die erſten Glieder der Factoren 
ſaͤmtlich durch 1, die zweyten durch 2, und bilde aus den 
Elementen 1, 2, alle möglichen Variationsformen. Ziele 
werden ſich, wie immer, entweder durch verſchledenen 
Inhalt, vder durch geänderte Folge der Elemente von 
einander unterſcheiden. Wo man nur zwey Elemente 
in ſeiner Gewalt hat, da kann Aenderung des Inhalts 
nur dadurch geſchehn, daß man ein erſtes Element her⸗ 
auswirſt, um ein zweytes dafür an die Stelle zu ſetzen. 
Alle die Formen alſo, welche verſchledenen Inhalt be: 
ſitzen, unterſcheiden ſich durch die Menge der zweyten 
Elemente, die ſie enthalten; alle diejenigen, welche nur 
durch geänderte Folge der Elemente von einander vers 
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ſchleden find, enthalten natürlich auch die nemliche Men⸗ 
ge zweyter Elemente. Nun aber bedeutet das zweyte 
Element immer dasfelbe), nemlich die erfle Potenz der 
Hauptgroͤße. Alle die Formen alſo, welche die nem» 
liche Menge von zweyten Elementen in ſich ſchließen, 
enthalten eine und ebendieſelbe Potenz der Hauptgroͤße, 
und gehoͤren zu einem Gliede des Products zuſammen. 
Man verfaͤhrt alſo hier am bequemſten, wenn man erſt 
aus den gegebenen Elementen, als unbedingt wieder⸗ 
holbar gedacht, alle Comblnationsſormen bildet, von 
denen die niedrigſte bloß erſte Elemente, jede folgende 
ein erſtes Element weniger , und dafuͤr ein zweytes mehr 
enthalten wird, und nachher jede von dieſen Formen 
auf alle moͤgliche Arten permutirt. Alle die Formen, 
welche durch Permutation aus einander entſtanden ſind, 
gehoͤren zu demſelben Gliede; alle hingegen, wobey 
eine andre Combination gemacht worden iſt, gehoͤren zu 
verſchiedenen Gliedern des Products. 

Es moͤgen alſo zuerſt die verſchiedenen möglichen 
Combinationsſormen vollſtändig abgeleitet ſeyn; hernach 
aber jede von dleſen auf alle moͤgliche Arten permutire 
erſcheinen. Bey dem Beziehn dieſer combinatoriſchen 
Formen auf die wirklich gegebenen Reihen werden als⸗ 
dann noch weſentliche Abkuͤrzungen möglid). Zuerſt 
deswegen, weil man ſich um die Bedeutung der zwey⸗ 
ten Elemente nicht weiter zu bekuͤmmern braucht. 
Stehn verlangter Maßen alle die Formen zuſammen, 
welche die nemliche Anzahl von zweyten Elementen. ent» 
halten, fo kann man ein für allemal dieſe zweyten Ele⸗ 
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mente aus ihnen allen abſondern; ſie bedeuten ein Pro⸗ 
duet aus lauter gleichen Factoren, deren jeder die Haupt⸗ 
größe iſt, ſtellen alſo eine Potenz derſelben dar, die 
gemeinſchaftlicher Factor aller jener Formen iſt, und 
ein fuͤr allemal als ſolcher aus ihnen abgeſondert wer · 
den darf, um ihrer anderweitigen Summe als Faetor 
wieder vorgeſetzt zu werden. Nachdem dies geſchehn 
iſt, enthalten alle jene Formen nur noch erſte Elemente; 
die eine zwar an Zahl eben ſo viele, als die andre, 
aber dle eine nicht an den nemlichen Stellen wie die 
andre. Und jedes erſte Element bekommt “feine Be 
deutung aus der Stelle, worin es ſteht, denn fie weiſt 
ihm die Reihe an, woraus es genommen werden ſoll, 
und es hat in einer andern Relhe einen andern Werth. 
Die Natur der Permutationen bringt es mit ſich, daß 
die permutirten Elemente allmalig in alle möglichen 
Stellen neben einander ruͤcken, welche in den Formen 
uͤberhaupt vorkommen. Wenn alſo alle Permutations- 
‘formen, worin eine beflimmee Zahl erfier Elemente lie⸗ 
gen, vollitändig vorhanden ſind, ſo erſcheinen in ihnen 
dieſe erſten Elemente allmälig auf allen moͤglichen Stel⸗ 
len, welche die Form geſtattet, ſo daß es das eine 
Mal nicht dieſelben Stellen find, welche fie beſetzen, 
als das andre Mal. Das heifft alſo: man wird, bey 
der Beziehung jener Formen auf die gegebenen Rei⸗ 
ben, zwar immer dieſelbe Menge erſter Theile aus ih ⸗ 
nen als Factoren zuſammenſtellen, aber dieſe erſten 
Theile werden das eine Mol aus andern Reihen ge⸗ 
nommen ſeyn, als das andre Mal. Immer dieſelbe 
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Menge erſter Elemente nehmen, aber fie allmaͤ⸗ 
lig in alle moͤglichen Stellen ruͤcken laſſen, bedeutet 
alſo ſoviel, als: immer gieichviele aus den erſten 
Elementen der gegebenen Reihen zuſammenſetzen, aber 
fie dabey auf alle mögliche Arten aus verſchledenen 
Reihen nehmen. Dleſe Operation kann kuͤrzer geſaſſt 
werden. Man ſetze bloß die erſten Glieder der gege- 
benen zweytheiligen Größen als eine beſondre Reihe 
von Elementen hin; aus ihr auf alle mögliche verſchie⸗ 
dene Arten eine beſtimmte Menge von Elementen zu⸗ 
ſammenſtellen, heißt Combinationen un wiederholbarer 
Elemente zu einer vorgeſchriebenen Claſſe bilden; eine 
N Operation wofuͤr die Regeln vorher ausfuͤhrlich ent⸗ 
wickelt ſind. Dem. gemäß kann alſo das Geſetz für 
die Erzeugung eines Products aus den angenommenen 
zweytheiligen Factoren folgendermaßen ausgeſprochen 
werden. Man ſtelle eine Form auf, in derem Anfangs» 
gliede noch keine Potenz der Hauptgroͤße vorkommt, in 
deren folgenden Gliedern aber die fucceffiven Potenzen 
eben derſelben, allemal von der nemlichen Hoͤhe, wie 
die Zahl des ſolgenden Gliedes, erſcheinen, ſo daß, im 
lezten und hoͤchſten, eine Potenz, deren Grad der An⸗ 
zahl vorhanden Factoren gleichkommt, geſetzt werde. 
Die Koefficienten dieſer Glieder bilden ſich aus den 
erſten Theilen der angenommenen Factoren. Sie ſind 
Combinationen aus Helen, als nicht wiederholbar an⸗ 
genommenen Groͤßen; jeder von ihnen iſt ein Inbegriff 
oller Combinationsformen, die zu einer beſtimmten 
` Glaf gehoͤren, die Elemente der einzelnen Formen als 
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Factoren eines Products, die Formen ſelbſt als Theile 
eines Ganzen gedacht. Was fir eine Via: von Bom, 
binationsformen einen gewiſſen Gllede angehoͤren wird 
ſogleich dadurch beſtimmt, daß der Grad der Claſſe, 
und die Zahl des Gliedes, oder, was mit der lezteren 
einerley iſt, der Exponent der Hauptgroͤße, welche in 
dieſem Gliede vorkommt, zuſammengenommen die Zahl 
ausmachen muͤſſen, welche die Menge der GË) 
zweythelligen Factoren ausdrüdt. (In Zeichen 

ſollen die Foctoren: (Ax), (B＋ ), SE gës 
(Nx) mit einander multiplicirt werden; das Pro- 
duct wird eine Form ſeyn, die mit einem Gliede, 
worin x° vorkommt, anhebt, dann in den folgenden 
Gliedern allmaͤlig x", x?, u. ſ. w., im lezten x" ent. 
halten wird. Um die SEN zu bilden, ſehe man 
die Größen A, B, C, . .. N, als Elemente elner ek 
genen Reihe an, woraus Combinatlonen gebildet wer⸗ 
den ſollen, und es wird der Coeſfelent des Anfangs. 
gliedes, worin xo vorkommt, CG der des erſten „xx ent- ; 


holtenden G; allgemein Wen déi nach dem anſaͤngli⸗ 
chen, worin x" vorkor' mt, 0 ſeyn „das allerlezte aber, 
in welchem xu erſcheint, wird 1 zu feinem Eoefficiens 
ten haben. Sulommengegögen: es iſt (A+x).(B-+x). 


11 — 1 n en H 


(CX). . N= CN T CX T CN 

AC ai. . „ IX, wenn ſich das Zeichen der . 
nation auf die Reihe A, B, C.. .. N. bezieht). Daß 
man die Factoren des erſten Grades, und dem gemäß 
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auch das Product eben fo gut auch haͤtte fallend an⸗ 
ordnen koͤnnen, bedarf wohl keiner Erinnerung. 
Vermoͤge dieſer Regel ſind wir im Stande, die 
Erzeugung eines Produets aus Factoren des erſten 
Grades, auf die leichteſte combinatoriſche Arbeit, Com⸗ 
nation unwlederholbarer Elemente zuruͤckzufuͤhren, und 
jedes einzelne Glied deſſelben ohne alle Mühe anzuge⸗ 
ben. Kaͤme es nur auf ein einzelnes Glied an, fo 
würde nur eine Combinotionscloſſe aus einer Reihe 
gegebener Elemente gefodert/ und in dieſem Falle wuͤrde 
das coordinirende Verfahren bey der Ableitung der eins 
zelnen Formen das zweckmaßigſte ſeyn. Wollte man 
aber das ganze Product mit allen feinen Coefficienten 
vollſtaͤndig erhalten, zu welchem Zwecke alle Combi. 
nationsclaſſen aus den gegebenen Elementen vollſtaͤndig 
gebildet werden müffen, fo wäre ohne Zweifel das coor⸗ 
dinirende, welches von den Formen einer gewiſſen Eiaffe 
zu denen der naͤchſthoͤheren auſſteigt, das zweckmaͤßigſte. 
Und wenn man bedenkt, daß hier die einzelnen Ele- 
mente der Formen ſich multiplieiren, die Formen feibft- 
aber in eine Summe zuſammenfließen, ſo findet man 
leicht folgende Regel heraus, wodurch die Summe 
aller Combinationsformen, die der nemlichen Claſſe an⸗ 
gehoͤren, am kuͤtzeſten gefunden werden kann, ohne 
daß es eines eigenen combinatoriſchen Index dazu be⸗ 
darf. Man ſetze anfangs die gegebenen Elemente eins 
zeln nebeneinander, und ſummire fi fie vom Ende "md, 
wärts, ſo daß unter jedes die Summe geſetzt wird, 
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die bey feiner Addition zu allen folgenden herauskommt. 
Die allererſie dieſer Summen laſſe man weg; unter 
die folgenden fege man die Elemente in natürlicher Ord⸗ 
nung, und multipllcire jede mit dem unter ihr ſtehen⸗ 
den Elemente. Dleſe Producte behandle man wieder, 
wie anfangs die einzelnen Elemente; man ſetze unter 
jedes von ihnen das, was herauskommt, wenn man 
es mit allen nachfolgenden zuſammenaddirt. Die oller⸗ 
erſte dieſer Summen wird, wie vorhin, weggelaſſen; 


unter die folgenden ſetzt man aufs Neue die einzelnen 


Elemente, und in dieſer Ordnung ſchreitet das Ver⸗ 
fahren fort, fo lange es moglich iſt. Die dabey all: 
mälig weggeloſſenen erſeen Summen ſind eigentlich die 
Zahlen, welche berechnet werden ſollten; ſie enthalten 
die geſoderten Summen der ſucceſſiven Combinakions⸗ 
claſſen aus den gegeben Dingen, und zwar in der Ord⸗ 
nung, in welcher fie ſelbſt hervorgehn u). Der Grund, 


u) Sollte man das Product der Factoren: (1 ＋ x) 
(3 ＋) (5 () Go x) berechnen, und 
wuͤrde bloß fuͤr ein einzelnes Glied desſelben, z. E. 
das zweyte nach dem anfänglichen, der Ausdruck 
verlangt, ſo muͤſſte man, aus den Groͤßen 1, 3,5, 


6, 10, im angegebenen Sinne, C berechnen, um 
es als Coefficienten neben * zu ſetzen. Alsdanu 
muͤſſte man fuͤr die Dinge t, 3, 5, 6, 10, 

den Index 1, 2, 3, 4, 8, einführen, 
um aus dieſem zuerſt A zu bilden, welches die For⸗ 
men 123, 124, 125, 134, 135, 148, 234, 235, 245, 
345 begreift. Hierauf ſetzte man fuͤr die Elemente 
des Index ihre Werthe, und berechnete e einzelnen, 
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dieſes Verfahrens beruht offenbar auf der bekannten Ne; 


gel des Combinirens: alle Formen der vorhergehenden 
Claſſe, welche hoͤher, als mit elnem gewiſſen Elemente 
anfangen, zuſammengenommen, ſtellen den Inbegriff 
derjenigen dar, welchen eben dieſes Element bey der 


durch die Formen angedeuteten Producte aus ihnen, 
15, 18, 30, 30, 50, 60, 90, 150, 180, 300; die 
Summe aller dieſer Producte, 923, waͤre der ge⸗ 
ſuchte Coefficient, und 92312 würde das verlangte 
dritte Glied des Producers ſeyn. Wollte man aber 
alle Glieder des Products vollſtaͤndig erhalten, fo 
naͤhme die Rechnung folgendes Schema an. 
1, 3, 5, 6, 10 


Summen vom Ende 25) 24, 21, 16, 10 
Die Elemente 158 


Producte 235, 63, 80, 60 
Summen vom Ende 228) 203, 140, 60 
Die Elemente Fe SER. 
Producte 203, 420, 300 
Summen vom Ende 923) 720, 300 
Die Elemente TER 

\ — — — 
Producte 720, 900 
Summen vom Ende 1620) 900 
Die Elemente 1 


Product 900) 
Und damit haͤtte man, in den allmaͤlig abgeſonder⸗ 
ten erſten Summen der ſucceſſiven Operationen, die 
Soefficienten des geſuchten Products, welches auf 
dieſe Weiſe: 900 + 1620x ＋ 923 2 228X L 
"25x? ＋ x“ ſeyn würde, e 
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Erzeugung aller Formen für die naͤchſthoͤhere Claſſe 
vorgeſetzt werden darf. 

Ein ſolches Product aus Factoren des erſten Gra⸗ 
des hat für die allgemeine Arithmetik eine große Er⸗ 
heblichkeit. Eben ſo, wie ſich aus Factoren dieſer Art 
durch Multiplication eine Form von hoͤherem Grade 
bilden laͤſſt, wird auch das umgekehrte Verfahren: 
Zerfällung einer Form von höherem Grade, die als 
Product mehrerer Formen des erſten gedacht wird, in 
dieſe ihre einfachen Factoren, wenigſtens problematiſch 
verlangt werden koͤnnen. Aber die Aufloͤſung dieſer 
lezten Aufgabe faͤllt mit der allgemeinen Auflöͤſung 
von Gleichungen beliebig hoͤherer Grade voͤllig zuſam⸗ 
men, wie eine genauere Analyſe der Unterſuchung ſo⸗ 
gleich zeigen wird. 


Fünftes Kapitel. 


Von der Zerfaͤllung hoͤherer Formen in 
Producte aus einfachen Factoren, oder der 
Aufloͤſung von Gleichungen hoͤherer 
Grade. 


Eine Gleichung entſteht allemal, ſobald Ausdrucke, 
in denen beſtimmte arithmetiſche Operationen an be⸗ 
liebigen Zahlen vorgeſchrieben ſind, als gleiche Reſul⸗ 
tate hervorbringend (welches das gewoͤhnliche Gleich⸗ 
beitszeichen — Gen fo) dargeſtellt werden. Ges 
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meiniglich iſt unter jenen Zahlen eine, die als Haupt- 
größe gedacht und bezeichnet wird, während dle übrigen 
nur als Nebengroͤßen betrachtet werden. Kommen in 
den einzelnen Theilen der Ausdruͤcke nur Potenzen der 
Hauptgroͤße von ganzen und poſitiven Exponenten vor, 
durch andre Nebengroͤßen nach Belieben muitiplleirt 
oder divldirt, ſo heiſſt die Gleichung eine entwickelte, 
und nimt ihren Grad vom Range der hoͤchſten Potenz 


an, auf welche, in irgend einem Gliede, die Haupt⸗ 


größe erhoben erſcheint. Man kann durch Transpoſi⸗ 
tion alle Glieder einer ſolchen Gleichung auf die eine 
Seite des Gleichheitszeichens heruͤberſchaffen, ſo daß auf 
der andern Seite o ſtehn bleibt; man kann auch durch 


Diviſion alle Glieder mit der nemlichen Zahl das hoͤchſte 


Glied von feinem Coefficienten befreyen. Alsdann wird 
man einen Ausdruck por ſich liegen haben, der, nach 
den bekannten Geſetzen der Ordnung behandelt, die 


Grundform der Analyſis darſtellt, und dabey der Be⸗ 


dingung, daß alle ſeine Glieder, zuſammengenommen, 
o ausmachen müffen, unterworfen iſt. | 

Sind alſo alle Zahlen, woraus ſich eine ſolche Form 
zuſammengeſetzt hat, beſtimmt und bekannt, ſo muͤſſen 
ſie von ſelbſt dieſe gefoderte Summe hervorbringen. 
Wären aber eine oder mehrere von ihnen unbeſtimmt 
geblieben, alſo durch unbeſtimmte Zeichen angedeutet, 
ſo entſtaͤnde mit Recht die Frage: ob ſie wohl ſo ein⸗ 
gerichtet werden koͤnnten, daß die Foderung der Glei⸗ 
chung dadurch beſriedigt würde; und was für beſtimmte 
Werthe man ihnen zu dieſer Abſicht geben muͤſſte. 
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Beſonders wichtig iſt in dieſer Ruͤckſicht der Fall, wo 
man ſich die Hauptgroͤße, nach deren Potenzen die Form 
fortſchreitet, als unbeſtimmt denkt, und den gemaͤß be⸗ 
zeichnet, während die übrigen Nebengroͤßen als beſtimmte 
und individuell gegebene Groͤßen gedacht werden. Die 
Unterſuchung, ob ſich (Ge jene Hauptgroͤße Werthe fin« 
den laſſen, welche die Foderungen des angenommenen 
Ausdrucks befriedigen, wird gewoͤhnlich Aufloͤſung der 
Gleichungen genannt; dieſe Werthe ſelbſt Wurzeln 
der Gleichung. Ihre Ausführung hängt unmittelbar 
mit den vorhergehenden Betrachtungen zuſammen. Aus 
der Multiplicatlon bellebig vieler willkuͤhrlich angenom⸗ 
mengt Factoren des erſten Grades entſpringt, ihnen 
gemäß, eine beflimmte Form von höherem Grade. 
Umgekehrt alſo iſt wenigſtens die Moͤglichkeit denkbar, 
eine geradezu gegebene Form von höherem Grade als 
ein Product aus Formen des erſten Grades zu betrach⸗ 
e 2 und in ihre erzeugenden Factoren wieder aufzuloͤ⸗ 
Lleße ſich dieſe Moͤglichkeit immer realliſiren, ſo 

Ge man die Auflöfung der Gleichungen gefunden. 
Denn es ſey eine ſolche höhere Form gegeben, und 
man habe ſie als ein Product ſovieler Factoren des er⸗ 
ſten Grades, wie ihr Exponent Einheiten enthaͤlt, dar⸗ 
geſtellt. Man verlangt alſo, indem man ſie 0 
ſetzt, daß ein Product aus Factoren = o werden ſoll. 
Ein Product kann aber nur alsdann = o werden, wenn 
irgend einer der Factoren es wird, ſey es auch welcher 
es wolle. Will man alſo alle möglichen Vorausſetzungen 
Haben unter denen jene Foderung erfullt werden kann, 
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fo nehme man allmälig jeden einzelnen Factor des Pros 
ducts, fragend, ob es moͤglich ſey, ihn, durch eine be⸗ 
ſtimmte Vorausſetzung in Abſicht auf die noch unbe⸗ 
ſtimmte Hauptgroͤße, — o zu machen. Aber jeder 
ſolcher Factor iſt eine Form des erſten Grades; eine 
ſolche So ſetzen, heiſſt eine Gleichung des er ſten Gras 
des aufſtellen, deren Auflöfung niemals Schwierigkeiten 
haben kann. Man ſetze nur aus dieſer Form des erſten 
Grades die bekannte Nebengroͤße, welche als Theil og, 


ben der erſten Potenz der Hauptgroͤße ſteht, trans po⸗ 


nirend, mit entgegengeſetztem Zeichen auf die andre 
Seite der Gleichung hinuͤber. In dieſer Geſtalt wird 


ſie den beſtimmten Werth darſtellen, den die Haupt⸗ 


groͤße haben muͤſſte, wenn jene Form des erſten Grades 
= o werden ſollte. Man wird, bey vollſtaͤndiger 
Durchfuͤhrung der Unterſuchung, ſo viele neben einan⸗ 
der beſtehende Werthe der Hauptgröße finden, als das 
Product Factoren, oder die anfaͤngliche Form Einhel⸗ 
ten in ihrem Range gehabt hat; Werthe die in der 
Regel ganz von einander verſchieden ſeyn werden, ob⸗ 
gleich jeder von ihnen der anfänglichen Foderung Ge⸗ 
nuͤge leiſtet. Iſt alſo nur jene Zerfällung eines Pros 
ducts in Factoren moͤglich, ſo gilt gewiß auch der alle 
gemeine Satz: es giebt fuͤr jede Gleichung ſo viele, von 
einander unabhaͤngige Werthe der unbekannten Groͤße, 
als ihr Grad Einheiten in ſich ſchlleßt. 

Auch das Umgekehrte dieſes Satzes laͤſſt ſich leicht 
beweiſen. Giebt es für eine beliebig angenommene 
höhere Gleichung irgend einen beſtimmten Werth der 
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uubekannten Größe, welcher den Foderungen der Glei⸗ 
chung Genuͤge leiſtet, das heiſt, für die unbekannte 
Groͤße allenthalben an die Stelle geſetzt, den Betrag 
aller in der Form der Gleichung liegender Glieder So 
werden Lë. fo. iſt die Form der Gleichung unfehlbar 
ein Produet aus einem bekannten Factor des erſten 
Grades in eine andere geſchloſſene Form. Man ſetze 
in der einfachen Gleichung, die jenen genugthuenden 
beſtimmten Werth der unbekannten Größe darſtellt, 
das bekannte Glied auf die andre Seite des Gleich⸗ 
heitszeichens, fo wird man eine Form des erſten Gra⸗ 
des erhalten. Durch fie muß ſich die Form der Glei⸗ 
chung divldiren laſſen, fo, daß keln Reſt dabey zuruͤck⸗ 
bleibe. Denn da diefer Diviſor zweytheilig if, fo 
wird der Reſt, welcher bey jeder partiellen Diviſion 
übrig bleibt, nur aus einem einzigen Theile beſtehn 
können, Man ſetze die Divifion fo weit fort, bis ber 
zurücblelbende Reſt, wenn es einen ſolchen gäbe, gar 
keine Potenz der Hauptgroͤße mehr enthaͤle, ſondern 
eine bloß beſtimmte Zahl wird. Alsdann muß, dem 
Grundbegriffe der Diviſion gemäß, das Product aus 
dem Diviſor in den Quotienten, nebſt dem uͤbrigge⸗ 
bliebenen Reſte, den Dividend identiſch wiedergeben. 
Der Dividend ſollte angenommener Maßen So ſeyn, 
wenn man fuͤr die Hauptgroͤße jenen beſtimmten Werth 
an die Stelle ſetzte. Das Product aus dem Divifor 
in den Quotienten wird es gleichfalls, da ſein einer 
Factor, der Diviſor nemlich, eine aus eben jenem 
Werthe der Hauptgroͤße gebildete Form des erſten 
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Grades iſt. Es muß alſo auch der Reſt unter der 
nemlichen Vorausſetzung So ſeyn. Denn wenn von 
einem Ganzen (dem Dividend), welches verſchwinden 
ſoll, der eine Theil (das Produet aus dem Diviſor in 
den Quotienten) für ſich Zo wird, fo muß der andre 
Theil desſelben (der Reſt) gleichfalls für D Zo wer: 
den. Aber dieſer Reſt enthält die Hauptgroͤße gar 
nicht; man mag für dieſelbe jeden beliebigen Werth 
ſetzen, und er wird dadurch nicht afficire werden; er 
muß alfo in ſich ſelbſt = o, das ok er auß wuͤrklich 
gar nicht vorhanden Im, n. 


Man betiene ſich des lezten Satzes ſehr 2 bey 
Gleichungen hoͤherer Grade, für welche, auf irgend 
eine Art, wenlgſtens ein genugthuender Werth der un: 
bekannten Größe gefunden ift. Man bildet aus dieſem 
Werthe eine Form des erſten Grades, dividirt die 
Form der Gleichung durch dieſelbe, und hat alsdann, 
bey den ferneren Unterſuchungen uͤber die Moͤglichkeit 
noch andrer Werthe der unbekannten Groͤße, nur auf 
den bey der Diviſion entwickelten Quotlenten, welcher 
unfehlbar eine Form von einen um eine Einheit nie⸗ 
drigerem Grade ſeyn wird, Ruͤckſi cht zu nehmen, 


Eine allgemeine Methode für die Aufloͤſung der 
Gleichungen giebt es nicht. Alle dahin abzweckenden 
Unterſuchungen find mit vielfachen Schwierigkeiten ver: 
bunden, die man am beſten bey der Betrachtung der 
einfachſten, zum Theil einer genügenden eee 
fähigen Fulle, kennen lernen kann. 
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Eine Gleichung wird vom zweyten Grade, oder 
quadratiſch genannt, wenn keine hoͤhere Glieder als 
ſolche, in denen die zweyte Potenz der unbekannten 
Groͤße vorkommen, in ihr enthalten ſind Wird ſie 
auf o gebracht, und find ihre Glieder gehoͤrig zuſam⸗ 
men geordnet, ſo auch das hoͤchſte Glied ihrer Form 
von ſeinem Foctor oder Coeſſielenten befreyt, fo ſtellt 
ſich in ihr eine Summe von drey, ſucceſſid iar Range 
um eine Einheit verſchiedenen Theilen dar, die S 
ausmachen ſoll (x? +fx +g=o), Um zu ſehn, ob 
nicht eine ſolche Form ein Product aus zwey Factoren 
des erſten Grades ſeyn könne, fingite man ſolche mort, 
lich Ce LA und & B), und berechne ihr Product. 
Dieſes wird eine Form des zweyten Grades (* ＋ 
(A+B)x ＋ AB). Der Coefficient des erſten De: 
des in ihm nach dem hoͤchſten, iſt dem Geſetze einer 
ſolchen Multiplicotion gemaͤß die Summe CA LB 
der Coefficient des zweyten das Product (A. B), aus 
den lezten Theilen der angenommene Foctoren. Dieſe 
Eoeffieieneen muͤſſen aber mit denen der gleichhohen 
Glieder in der anfaͤnglichen Form identiſch ſeyn, wenn 
unfere Vorausſetzung beſtehn ſoll. Die Frage iſt alſo 
jezt auf die zuruͤckgebracht, ob zwey noch unbekannte 
Größen ſich allemal beſtimmen laſſen, wenn fo wohl 
für ihre Summe, als ihr Product, bekannte Werthe 
gegeben find (A ＋ B f, und A. Bg). Dieſe Frage 
aber beantwortet ſich durch Anwendung eines leichten 
Kunſtgriffs allemal bejahend. Man erhebe die Summe 
zum Quadrat (A2 Loan B fe), und ziehe von 


— 
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dieſem das vervierfachte Product (4A B = 4g) wieder 
ab; der Reſt giebt das Quadrat der Differenz eben 
jener Größen (A2 —2AB-+-B?=f?— 4g). Man 
ziehe aus dem Quadrate der Differenz die Wurzel 
des zweyten Grades, ſo hat man die Differenz ſelbſt 
(A—Bov(f?—4g). Det alſo it die Summe, und 
zugleich die Differenz von zwey unbekannten Größen 
gegeben. In einem ſolchen Falle aber ſind bekanntlich 
beyde leicht geſunden. Die halbe Summe, zur halben 


Difereng obt, dër die eine (a LE E, 


die halbe Summe, um die halbe Differenz verringert, 


f—v(f 
gibt die andre W Die Zerfaͤl⸗ 


lung einer Form vom zweyten Grade laͤſſt ſich alſo auf 
beſtimmte Rechnungen mit den de dieſer 
Form zuruͤckfuͤhren. 


Man kann das nemliche Reſultat noch auf einem 
andern Wege erhalten, wobey man die gegebene Glei: 
chung des zweyten Grades durch geſtattete Operationen 
auf eine andre vom erſten Grade zuruͤckfuͤhrt. Der 
Kunſigriff bey dleſem Verfahren kommt bloß darauf 
an, die Form der Gleichung zur Ausziehung der Qua⸗ 
dratwurzel geſchickt zu machen. Man ſetze das völlig 
bekannte Glied der anfaͤnglichen Form (x? f A. g=0), 
auf die andre Seite des Gleichheitszeichens hinuͤber 
(x? ＋ fx =—g). Die beyden unbekannten Glieder 
auf der er ſten Seite koͤnnen als die beyden erften Pro⸗ 
ducte des Quadrates einer zweytheiligen Groͤße ange⸗ 
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ſehn werden; das erſte (x?) als das Quadrat des er: 
ſten Theils, das zweyte (fx) als das doppelte Pro⸗ 
duct des erſten Theils (x) in den zweyten (If); wenn 
man alſo nur auf beyden Seiten das Quadrat des 
zweyten Theils (kf2) hinzuaddirt, wodurch die Gleich⸗ 
heit nicht leidet, und auf der andern Seite der Gleis 
chung nichts Unbekanntes entſteht, fo hat man alsdann 
eine Gleichung, worin das Quadrat einer Form des 
erſten Grades einer bekonnten Groͤße gleich geſetzt wird 
Gen His+ 4 =( +4)? Sf g). Zieht man 
alſo auf beyden Seiten die Quadratwurzel aus, ſo ge⸗ 
langt man zu einer Form des erſten Grades, St If) 
=vGf®—g), aus welcher, durch eine einfache Trans⸗ 
poſition, der Werth der unbekannten Größe gefunden 
werden kann (X= — ZI+vV(4f? — g). Die Zuſam⸗ 
menſtimmung dieſes Reſultats mit dem vorigen erhellet 
ſogleich bey angeſtellter Vergleichung. ö 

Wenn alſo Auflöfung einer quodratiſchen Gleichung 
ſovlel heiſſen ſoll, als Zuruͤckfuͤhrung der unbekannten 
Groͤße auf arithmetiſche Ausdruͤcke, in denen beſtimmte 
Rechnungen mit bekannten, und in den Gliedern der 
Gleichung als Coefficienten gegebenen Zahlen verlangt 
werden, ſo iſt offenbar jede quadratiſche Gleichung auf⸗ 
lösbar. Und es wird in ihr allemal nothwendig zwey 
Werthe der unbekannten Groͤße geben, weil in dem 
einen Theile ihres Ausdrucks Yk — g) die Aus 
ziehung der Quadratwurzel aus einer beſtimmten Zahl 
geſodert wird, welches immer, bekannten Geſetzen der 
Arithmetik gemäß, zwey verſchiedene Reſultate, der 


Größe nach gleich, dem Zeichen nach enrgegengefegr, 
mit ſich bringt. Soll aber Auflöfung einer Gleichung 
ſovlel fern, als Angabe einer beſtimmten Zahl, die den 
Foderungen der Gleichung Genuͤge leiſtet, fo ſiud offen⸗ 
bar die wenigſten quadratiſchen Gleichungen einer fols 
chen faͤhig. Denn es iſt ſchon aus der Arithmetik be⸗ 
kannt, daß ſich nur ſehr ſelten Aus ziehungen der Qua- 
dratwurzel aus beliebig angenommenen Zahlen vollfuͤh. 
ren laſſen. Wenn der Ausdruck, an welchem biefe 
Operation geſchehn ſoll, eine negative Zahl iſt (4f? — g 
negativ, d. h Af kleiner als g), fo iſt es eine Unmoͤg⸗ 
lichkeit fie zu verrichten. In dieſem Falle alſo laͤſſt ſich 
durchaus keine beſtimmte Zahl angeben, die den Fode⸗ 
rungen der Gleichung Genuͤge leiſtete. Alsdann pflege 
man, mit einem ſehr uneigentlichen Ausdrucke, zu (o, 
gen, die Gleichung habe durchaus unmoͤgliche Wur⸗ 
zeln, oder die Werthe der unbekannten Große ſeyen 
unmoͤgliche Groͤßen. Man will eigentlich dadurch 
nur anzeigen, daß die unbekannte Groͤße, wenn ſie be⸗ 
ſtimmt werden ſollte, Rechnungen mit bekannten Zah⸗ 
len erſodert, die den Grundgeſetzen aller Zahlenver⸗ 
knuͤpfungen widerſprechen. Gewohnt in der Elementar- 
Arithmetik alle aus Zahlen zuſammengeſetzte Ausdruͤcke, 
ob ſchon die Operationen wodurch ſich die Zahlen erſt 
verbinden ſollen, nur angedeutet find, on zum Vor⸗ 
aus als wirkliche Zahlen zu betrachten (weil in der That 
jede durch die vier Grundoperatlonen der Arichmerik zu 
ſtiftende Zahlenverbindung, ſobald man will, in eine 
beſtimmte Zahl umgeſetzt werden kann), behaͤlt man 
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dieſen Sprachgebrauch auch da bey, wo er nicht mehr 
ſtatthaſt iſt. Denn Höhere arithmetiſche Operationen, 
wie z. E. die Wurzelausziehungen, verhalten ſich ganz 
anders, als die urfprünglichen „und ſehr oft kann in 
ihnen Etwas gefodert werden, was durchaus unmoͤg · 
lich iſt. 

Indeſſen haben ſolche, Unmöglichfeiten ne 
arithmetiſche Ausdruͤcke dennoch in der Wiſſenſchaſt 
ihren guten Nutzen, und es wird vermoͤge ihrer die 
Zuruͤckfuͤhrung des Unbekannten auf Operationen mit 
bekannten Zahlen voͤllig gelelſtet. Ja es kann fogar 
oft noͤthig ſeyn, von der Unmoͤglichkeit ihrer Realiſi⸗ 
rung ganz zu abſtrahiren; die Fiction zu machen, als 
wenn fie wuͤrkliche beſtimmte Zahlen bedeuten koͤnnten, 
und dem gemäß den gewohnlichen Geſetzen der Rech⸗ 
nung unterworfen waͤren. Ein ſolches bypothekiſches 
Rechnen mit zuſammengeſetzten. Ausdrucken, welches an 
ſich ein bloßes Spielen mit Zeichen iſt, und gewoͤhn⸗ 
lich ziemlich unſchicklich Rechnen mit unmoͤglichen Groͤßen 
genannt wird, kann oft zu ſehr reellen Reſultaten fü 
ren; eine vorläufige Bemerkung, wovon ſich die Be⸗ 
ſtaͤtigung im Folgenden zeigen wird 7). 


v) Die quadrätifche Gleichung K* A8 o, gibt, 
aufgeloͤſt, x 2 - 4, fodert alſo Etwas un⸗ 
mögliches. Will man gleichwohl dieſen Ausdruck an⸗ 
ſehn, als waͤre er eine wuͤrkliche Zahl, und den ge⸗ 
woͤhnlichen Geſetzen der Zahlenverknuͤpfung unters 
worfen, ſo wird man ſinden, daß er den Foderun⸗ 
gen der Gleichung Genuͤge leiſtet, d. h. daß er, fuͤr 
x in die Glieder der Gleichung geſetzt, wuͤrklich o 
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Wenn aber auch keine abfolute Unmöglichkeit in 
der Ausziehung der Quadratwurzel liegt (wenn alſo 
4f2 — g poſitiv, mithin Af: größer als gift), fo wird 
doch meiſtens eine eigentliche Ausziehung der Quadrat 
wurzel nicht geſtattet ſeyn, weil der Ausdruck ein irra⸗ 
tionaler iſt. Das heiſſt, man wird keine Zahl finden 
koͤnnen, die den Foderungen der Gleichung unbedingt 
entſpraͤche, wohl aber unter allen Zahlen einer gewiſ⸗ 
ſen Form (ganzen Zahlen oder Brüchen von beliebig 
gewaͤhltem Nenner) diejenige, welche unter allen der 
nemlichen Form am wenigſten von der Erfüllung der 
vorgeſchriebenen Bedingung abweicht. Man wird es 
in feiner Gewalt haben die gefoderte Quadratwurzel in 
ganzen Zahlen, oder in Bruͤchen jedes beliebig vorge⸗ 
ſchriebenen Nenners auszuziehn. 

Was ſich ſchon bey quodratiſchen Gleichungen er⸗ 
eignet, wird auch bey Gleichungen hoͤherer Grade nicht 
ausbleiben. Die Coeſſicienten der Form koͤnnen ratio» 
nale, ja bloß ganze Zahlen ſeyn, und dennoch die 
Wurzeln der Gleichung durch irrationale, oder gar un⸗ 
mögliche Ausdrücke dargeſtellt werden. Darin beruht 
ſchon eine von den großen Schwierigkeiten der Aufloͤ. 
ſung hoͤherer Gleichungen. Es giebt aber deren noch 


hervorbringt. Alsdann wird 
* SON = AA A- 
ebben, ` Leah 
W +3 
Die € Summe beträgt, weil die unmoͤglichen Ausdrücke 
ſich in ihr aufheben 4— 8 E84 o. 
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mehrere, wie ſchon die Betrachtung der cubiſchen Glei⸗ 
chungen zelgen kann. 

Eine Gleichung wird cubiſch, oder vom dritken 
Grade genannt, wenn fie keln höheres Glled in ſich 
ſchließt, als ein ſolches, worin die dritte Potenz der 
unbekannten Größe vorkommt. Auf o gebracht und 
gehörig geordnet, ſtellt fie, nachdem der Coefficient 
des hoͤchſten Gliedes durch Divifion fortgeſchafft iſt, 
eine regelmäßige Form des dritten Grades dar (x? + 
ax? ＋ bx - go). Inſofern alſo hat fie dieſelbe 
Geſtalt, welche ein Product aus drey einfachen Formen 
des erſten Grades bekommen wuͤrde. 

Es giebt eine Art von cubiſchen Gleichungen, die 
man leicht auflöfen, und für die man drey von einan⸗ 
der unabhangige Werthe der unbekannten Größe nach⸗ 
weiſen kann. Diejenigen nemlich, für welche, auf 
irgend eine Weiſe, ein einziger Werth der unbekannten 
Groͤße ſchon geſunden iſt. Man kann aus dieſem 
Werthe, auf die vorhin angegebene Art, einen Factor 
des erſten Grades bilden; die cubiſche Form wird ſich 
durch ihn dividiren, und ſo als ein Product aus jenem 
Factor in eine Form des zweyten Grades darſtellen laſ⸗ 
ſen. Sie wird folglich o werden , nicht bloß wenn ihr 

erſter Factor, ſondern auch wenn der zweyte verſchwin⸗ 
det. Man ſetze alſo jene quadratiſche Form o, dies gibt 
eine quadratiſche Gleichung die man aufloͤſen, und wor⸗ 
aus man alſo noch zwey Werthe der unbekannten Groͤße 
finden kann. Auf dieſe Art laſſen ſich z. E. bey den 
reinen cubiſchen Gleichungen (eine Gleichung wird rein 
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genannt, wenn fie nur zwey Glieder, ein bekanntes und 
ein unbekanntes enthaͤlt) drey verſchledene Werthe der 
unbekannten Größe nachweiſen, von denen freylich zwey 
allemal Etwas unmoͤgliches verlangen. (Es ſey die 
reine cubiſche Gleichung zuerſt x? — as. Alsdann iſt 
offenbar x — 3. eine Wurzel für fie; x — a folglich 
ein Factor ihrer Form, die nach angeſtellter Divifion 
als das Product der beyden Factoren X — a, und x? 
Jax -a? erſcheinen wird. Sie kann alſo auch o 
werden, wenn der lezte Factor & ＋ ax ＋ a? zo 
wird. Zuch dieſe Annahme aber entſteht eine qua. 
dratiſche Gleichung, wovon die Wurzeln x - + 
va? — a?), und & — 2 — Via? — a?) oder 


kürzer Ka (- ITV zë) und ge = ERBE 


"oe 5) find, Waͤre die cubiſche Gleichung &a + a? 


Do gemefen, fo hätte fie eine Wurzel x=— a, ihre 
Form alſo einen Factor x + a gehabt, und man hätte 
ſtatt der Form das Product (& a). (x2 — ax a2) 
ſetzen dürfen. Ihr letzter Factor, x? — ax Tas, =o 
geſetzt, Hätte * = 2 G8 — a2), kuͤrzer x R / 
(12 — 3) gegeben.) ) 


Eine in gaͤnzlicher Vollſtaͤndigkeit aller Glieder 
ousgedtuͤckte cubiſche Gleichung fodere zuſammengeſetztere 
Kunſtgriſſe, wenn ſie aufgeloͤſt werden ſoll. Zuerſt 
muß man, durch Einfuͤhrung einer neuen unbekannten 
Groͤße, ihre Geſtalt dahin verändern, daß das erfle- 
Glied nach dem hoͤchſten in ihr nicht mehr vorkommt. 
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Es ſey die cubiſche Gleichung (x Faxe +bx+c=o). 
Man führe eine neue unbekannte Größe, y, ein, fo, 
daß Ry — La, Setzt man dieſen Werth wuͤrklich 
in die anfängliche Form für x an dle Stelle, fo kommt 
N e 

+ay?= ray? — Jay ＋ Fa 

＋ bx | by — ba 

Je 2 

0 215 ＋ (-an er zb Kees +0 
eine cubiſche Gleichung, in welcher offenbar das erfte 
Glied nach dem hoͤchſten nicht mehr vorhanden iſt). 

Angenommen nun, es ſey eine eubifche Gleichung 

in dieſer lezten Geſtalt (53 +fy+g=o) mëtt 
gegeben, ſo mache man die Vorausſetzung, es laſſe 
ſich der Werth der unbekannten Größe in ihr durch die 
Summe zweyer Zahlen, deren jede eine Cubicwurzel 
aus beſtimmten, und auf irgend eine Art mit den Geck 
fieienten der gegebenen Bteihung zuſammenhaͤngenden 
Größen if LE * * * B) darſtellen. Um dieſe Vor: 
ausſetzung zu prüfen und zu realifiren, ſetze man dieſen Dn, 
girten Werth der unbekannten Größe wuͤrklich in der Glei⸗ 
chung fuͤr ſie an die Stelle, die Bedingung, daß der 
Betrag aller Glieder So ſeyn müffe, dabey verfolgend. 
(Ja der ‚Form En +fy Le fol für y geſetzt werbehis 
VA +VB. Es wird alſo y„P=A+3- V2 vB 


be 8, v A. v B2+B. Die beyden mittleren Glieder 
dieſes Ausdrucks laſſen ſich, wenn man den gemein⸗ 
ſchaſclichen Factor aus ihnen abſondert, zuſammengezo⸗ 
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5 wä | 3 i g 
gen durch d (AB). (VA OS B), ober, da der lezte 
ER 3 d S 
Factor Sy, durch 3; v(AB)y darſtellen. So ift alſo: 


23. WAB) (ATB) 
Br. f. y 


8. es g 
"pi o = (3. VCAB)+Ny+AH BI Hg 


Offenbar aber koͤnnte dieſer Foderung Genuͤge geleifter 
werden, wenn jedes Glied der Summe für ſich = o 


würde, alſo 3. NAB) + f=o, und AT 
So wäre, 

Dies alſo angenommen, erhalten wir zwey Gleis 
chungen für die beyden fingirten unbekannten Größen, 
Die erſte 3. * (AB) = f, ober ſchicklicher geformte, 
AB= fs; die andre A A B= — g. Und nun 
bedarf es nur der Erinnerung an das bey der Auflöfung 
der quadratiſchen Gleichungen beobachtete Verfahren. 


` Wir haben hier, wie dort, die Summe zweyer Größen, 


und ihr Product; wir werden alſo auf die nemliche 


Welſe zur Beſtlmmung von jeder derſelben gelangen. 


Es findet ſich: 
SL ef- und ; 
7 ²˙ wb ee 


se Mithin 
e 221 


* EE .) 
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Es iſt alſo auch Hier, wie vorhin bey den quadra · 
tiſchen Gleichungen, für die unbekannte Größe ein Werth 
im allgemeineren Sinne, das heiſſt eine Zuſammen⸗ 
ſetzung der bekannten Zahlen in der Form der Side 
chung durch beſtimmte aricmetifche Operationen, gp: 
funden. 

Aber es zeigen ſich daben neue Schwierigkeiten. 
Zuerſt die, daß in dieſem Ausdrucke, wenn er in fels 
nem gehoͤrlgen Umfange genommen wird, nicht drey, 
ſondern neun verſchiedene Zahlenformen enthalten find, 
Die Eubicwurzel aus einer beſtimmten Zahl kann, wie 
wir vorher geſehn haben „ durch drey verſchiedene Aus⸗ 
druͤcke gegeben werden. Die Summe von zwey, un⸗ 
beſtimmt angedeuteten, Cubiewurzeln, laͤſſt ſich alſo offen, 

bar auf neun verſchledene Arten realiſiren, und es wird 
bier noch einer beſonderen, neben der Aufloͤſung herge⸗ 
benden Regel beduͤrfen, um die der Gleichung genug⸗ 
N chuenden Werthe darunter auszuſuchen. 

Ferner verlangt jeder der beyden Thelle, eu 
bie unbekannte Größe gegeben wird, Ausziehung der 
Cubic purzel aus einer Größe, welche ſelbſt zweytheilig, 
und wovon der lezte Thell eine Wurzelgroͤße des zwey⸗ 
ten Grades iſt. Sobald in dieſer Wurzelgroͤße das, 
was unter dem Wurzelzeichen ſteht, negativ werden 
ſollte, fodert fie Etwas unmoͤgliches, und es kann aus 

dem Ganzen alsdann natürlich keine Cublewurzel gezo⸗ 
gen werden. Gleichwohl wird eine angeſtellte Probe 
ſehr bald zeigen, daß gerade bey einer cubiſchen Glei⸗ 
chung, in welcher alle drey Wurzeln mögliche beſtimmce 
F. 2. 


* 
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Zahlen find, die Anwendung unſrer Formel auf ſolche 
unmoͤgliche Ausdruͤcke führe %). Auf unferm gegen: 
wärtigen Standpuncte find wir nicht vermoͤgend, dieſe 
Schwierigkeit zu beſeitigen, weil uns eine Methode 


fehle, um aus einer Größe, welche ſelbſt Iden "äus 


zelgroͤßen in ſich ſchließt, Wurzeln höherer Grade aus⸗ 
zuziehn. Dieſe kann erſt im Folgenden gegeben, und 
fo die hier angefangene Auflöfung cubiſcher e 
gen vollendet werden. 


Ge Gr ſich auch für die Gleichungen des vlerten 


Grades ein ähnliches Verfahren, wie bey den eubifchen. 


Gleichungen, in Anwendung ſetzen, um einen Ausdruck, 


welcher fi) bloß aus den Coeſſicienten der Gleichung 
gebildet hot, für die unbekannte Größe zu erhalten. 
Indeſſen finden dabey wieder die nemliche Schwierig⸗ 
keiten Statt. Fuͤr Gleichungen „ die über den vierten 
Grad hinausgehn, gibt es keine ſolche Methode mehr, 
und bey ihnen fänge die (obſchon noch nicht theoretiſch 
erwieſene) Unmoͤglichkeit eines allgemeinen Ausdrucks 
der unbekannten Größe, womit alle übrigen Gleichun. 


se) Eine eubiſche Gleichung, welche die Zahlen 1, 2, — 
3, zu ihren Wurzeln hat, wird fo ausſehn: * — 
8* 6 o. Wendet man die allgemeine Formel 
der Auflöfung auf fie Ze fo findet ſich, da hier 
Ve Be Wen 229, alſo 
EE Fréi 6 -V - — 5 


wo 5 x durch die Summe zweyer Eubitwürzeh 
aus unmdͤglichen Aus druͤcken gegeben wird. 
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gen höherer Grade im Allgemeinen behaftet find, o 
im ganzen Umfange an. 

Von den weiteren Unterſuchungen db biefen Oe. 
genſtand kann an dieſer Stelle nur hiſtoriſch Nachricht 
gegeben werden, well die Kenntniſſe der Analyſis, wel⸗ 
che dazu eiſodert werden, noch nicht em unferer Ges 
walt find. 

Könnte der Sotz e bewieſen m, daß 
jede Gleichung wenigſtens eine Wurzel haben muͤſſte 
(unter Wurzel irgend einen arithmetiſchen Ausdruck 
verſtanden, der ſich aus den Coefficienten der Gleichung 
durch bekannte arithmetlſche Operationen, die vier Spe⸗ 
cles, Potenziirungen und Wurzelausziehungen, zuſam⸗ 
mengeſetzt haben mögte), fo wuͤrde dem Lehrſatze, wel. 
cher vorhin ſchon aufgeſtellt worden iſt, zufolge, aller, 
dings das allgemeine Theorem feſtgeſtellt werden duͤr⸗ 
fen, daß jede Gleichung von einem beliebigen höheren 
Grade ſo viele von einander unabhängige Wurzeln be 
ſite, als der Exponent ihres Grades Einheiten enchäft, 
wobey alsdann uͤber den Zuſammenhang dieſer Wurzeln 
mit den Coefficlenten in der Form der Gleichung das 
Geſetz gültig ſeyn wuͤrde, welches bey der Erzeugung 
von Formen höherer Grade aus Factoren des erſten 
Grades in Vorhergehenden abgeleltet iſt. | 

Unter eben dieſer Vorausſetzung würde man ber 
haupten dürfen, daß ſich diejenigen Wurzeln einer Glei⸗ 
chung, welche unmoͤgliche Ausdruͤcke in ſich fehließen, 
allemal auf ſolche zurückbringen ließen, die nur da⸗ 
durch Etwas unmoͤgliches bezeichnen, daß ſie die Aus⸗ 
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ziehung der Quadratwurzel aus einer negativen Zahl 
verlangen (auf die Form a by — 1 oder a- by — 1, 
und a und b noͤgliche Groͤßen verſtanden). Denn es 
wird in der Folge bewieſen werden, daß jeder, noch ſo 
zuſammengeſetzte Ausdruck, wenn er nur aus der Ver⸗ 
flechtung bekannter Zahlen durch beliebige beſtimmte 
arithmetiſche Operationen erzeugt iſt, ſich auf eine ſolche 
Form wuͤrklich zuruͤckſuͤhren laſſe. Alsdann kann man 
auch den Satz feſtſtellen, daß die unmoͤglichen Wur⸗ 
zeln einer Gleichung, woſern fe deren enthält, allemal 
paarweiſe vorhanden ſind, indem nemlich eine Gleichung, 
welche a ＋ by —ı zur Wurzel hat, unfehlbar auch 
a—by — 1 zur Wurzel haben wird. Denn eine ſolche 
zweytheilige Groͤße, wie a+ by — 1 oder a- by —ı, 
ſtellt, wenn ſie auf eine beliebige Potenz von ganzen 
und poſitiven Exponenten erhoben wird, dem binomi⸗ 
ſchen Lehrſatze gemäß, eine Reihe von Gliedern dar, 
welche dle ſucceſſiven Potenzen des zweyten Theils 
(ba 1), von der of" an, in regelmäßiger Folge in 
ſich ſchließen. Ein Glied von ungerader Zahl enthalt 
eine eben ſo hohe ungerade Potenz; ein Glied von ge⸗ 
rader Zahl eine eben ſo hohe gerade Potenz dieſer 
Groͤße. Aber eine ungerade Potenz einer ſolchen Groͤße, 
(b V- 1) 2, die bekannten Geſetze der Rechnung 
mit Wurzelgrößen auf fie angewendet, als wenn fie 
eine wuͤrkliche Zahl bedeutete, ſtellt noch immer Etwas 
unmoͤgliches dar ((by - 1) 2 — 1 bn 1 
DN AT (- ADR f. (V). Hingegen 
eine gerade Potenz der nemlichen Groͤße gibt immer Ga 


hb 


: 27 


was mögliches fb — 1) 2 GAP ban. Es 
zerſaͤllt alſo das Reſultat der ganzen Potenziirung einer 
ſolchen zweythelligen Größe in zwey Theile, einen möge 
lichen und einen unmoͤglichen. Alle geraden Glieder 
der berechneten Potenz, zuſammengenommen, geben 
den möglichen Theil; alle ungeraden Glieder, in eine 
Summe gezogen, den unmoͤglichen. Wenn alſo in der 
Form einer Gleichung fie die Hauptgroͤße ein ſolcher 
Werth (a by = 1) an die Stelle geſetzt wird, ſo 
vereinigen ſich alle Glieder von gerader Zahl, welche 
aus den Subſtitutionen dieſes Wercths in die ſueceſſiven 
Potenzen der Hauptgroͤße, welche die ganze Form omg, 
Där, entſpringen, zu einem einzigen moͤglichen Aus⸗ 
drucke, waͤhrend alle ungeraden Glieder der einzelnen 
Entwicklungen, weil fie ſaͤmtlich Etwas unmoͤgliches 
fodern (der Factor Y — 1 enthalten) zu einem einzigen, 
Unmoͤgliches andeutendem, Gliede zuſammengehn. Soll 
alſo ein ſolcher Werth, in die Form der Gleichung fuͤr 
die Hauptgroͤße geſetzt, o hervorbringen, ſo muͤſſen alle 
aus den einzelnen Subſtikutlonen entſpringende Glieder 
von gerader Zahl fuͤr ſich o betragen, und eben ſo alle 
Glieder ungerader Zahl gleichfalls für Di o ausmachen, 
weil mögliche Ausdruͤcke mit andern, die Unmoͤglichkei⸗ 
ten in ſich ſchließen, nicht eine Summe bilden koͤnnen. 
Haͤtte man aber ſtatt a by — ı für die Hauptgroͤße 
ſubſtituirt a — by = 1, ſo waͤre der Lauf der ganzen 
Entwicklung derſelbe geblieben, weil dieſe zweytheilige 
Form der Größe nach dieſelben Theile beſitzt wie dle 
vorige; es hätte ſich nichts geandert als das Zeichen 
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der ungeraden Glieder, welches, eine ungerade Potenz 
des zweyten, jezt negativ gewordenen Theils enthaltend, 
nun negativ ſeyn müͤſſte, waͤhrend es vorher, wie die 
übrigen Glieder, gleichfolls poſitiv war. Man: würde 
alſo, nach vollendeter Subſtitution, die nemlichen gera⸗ 
den Glieder wieder erhalten, und ihr Inbegriff würde 
auch jezt, wie er es vorhin gethan haben foll, für ſich o aus⸗ 
machen. Man wurde, der Groͤße nach, gleichfalls die nem: 
lichen ungeraden Glieder wieder bekommen, nur daß ſie jezt 
fämtlid das umgekehrte Zeichen von demjenigen haben 
müſſten, welches fie bey der vorigen Subſtitution bes 
ſaßen. Aber, wenn olle dieſe ungeraden Glieder, vers 
einigt, ſich einander gegeſeitig aufhoben, ſo werden ſie 
das Nemliche auch noch alsdann thun, wenn dle Sek, 
chen von ihnen allen. umgekehrt werden. Es muß alſo 
im Ganzen bey der Subſtitution von a - by — 1 in 
die Form der Gleichung o herauskommen, ſobald man 


angenommen hat, daß die e von e — 


e o hervorbringt. 

Dieſem Satze gemaͤß, darf, unter SS aint üben 
We „behauptet werden, daß die unmoͤglichen 
Wurzeln einer Gleichung, wofern "fie (le enthält, 
allemal paarweiſe vorhanden ſind, ſo daß neben einer, 
in welcher das, was die Unmoͤglichkeit des Ausdrucks 
bervorbringt, das + Zeichen hat (a by - 1), alle⸗ 
mal noch eine zweyte vorhanden iſt, die ſich von jener 
erſten bloß dadurch unterſcheidet, daß in ihr eben daben 
das — Zeichen vorkommt (a - by -i). Unter den 
Factoten des erſten Grades, aus denen ſich die Form 
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der Gleichung. zuſammenſetzt, ſind alſo die beyden, 


welche aus dieſen Werthen der unbekannten Größe ent» 


ſpringen ((X (a + bV -i) und (x (aby 1)). 


Das Product aus dieſen beyden Factoren des erſten 
Grades, nach den Regeln der gewoͤhntichen Muftiplie 


cation, als wenn ſie hier guͤltig waͤren, berechnet, gibt 


eine Form des nannten Grades (x? — gax A a2 4 b) 
deren GCoefficienten- durchaus nichts met ehe 
enthalten. N 

Inſoſern gilt alfo das EEE BE eine Form, 
welche reelle Eoefficienten hat, läſſt ſich in lauter reelle 
Foctoren, entweder vom erſten, oder vom zweyten Grade, 
(binomiſche oder trinomiſche Factoren) oder in Factoren 
von beyderley Arten zerfaͤllen. 

Dieſe Saͤtze als richtig vorausgesetzt, loſſen ſich 
zwar noch keine allgemeine Regeln über, die Auflöfung 
der Gleichungen, aber wohl ſehr viele intereſſante Be⸗ 
ziehungen zwischen den Wurzeln derſelben, und andern, 


damit zuſammenhaͤngenden, Größen ableiten, Satze, deren 


vollſtaͤndige Ableitung indeſſen noch mehr Kenntniſſe der 
allgemeinen Arithmetik erfobert, als im Vorhergehen⸗ 
den enthalten ſind. Es mag alſo an dieſer Stelle ge, 
nug ſeyn, die einſachſte unter den Naͤherungsmethoden, 
wodurch man reelle Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
mit beliebiger Genauigkeit e kann, mer. aus · 


einander zu ſetzen. 


Angenommen, daß die Ke der Glächung be⸗ 
ſtimmte Zahlen zu Coeſfielenten habe, ſo beruht die 
Art, wie man durch anzuſtellende Verſuche Grenzen 
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finden kann, zwiſchen denen Wurzeln von ihr enthalten 
ſeyn muͤſſen, auf folgender Betrachtung. Hatte die 
Gleichung lauter unmoͤgliche Wurzeln, ſo moͤgte man 
für die unbekannte Größe jede beliebige Zahl, pofitiv ` 
oder negativ, ganz oder gebrochen, ſubſlitulren, und 
es wuͤrde allemal ein poſitives Reſultat zum Vorſchein 
kommen. Denn die unmöglihen Wurzeln, jedesmal 
die beyden paarweiſe zuſammengenommen, welche noth⸗ 
wendig zugleich vorhanden ſeyn muͤſſen, bringen in die 
Form der Gleichung Factoren des zweyten Grades von 
der Schon vorhin dargeſtellten Form (&a sax-+a?+b), 
welche kuͤrzer als Quadrat einer Differenz, nebſt einem 
angehenkten pofitiven Theile ((x — a)? + b) dargeſtellt 
werden konn. Aber dleſe Form gibt offenbar, man 
mag fuͤr die unbekannte Groͤße in ihr ſetzen was man 
will, allemal ein poſitives Reſultat, denn jedes Qua⸗ 


‚ brae, ſey feine Wurzel was fie wolle, iſt immer poſt⸗ 


tiv. Kommt es alſo nur darauf an, zu beſtimmen, 
welches Zeichen der Totalwerth einer Form annehmen 
werde, wenn man für die Hauptgroͤße derſelben belle, 
bige Zahlen ſubſtituirt, fo braucht man auf die un⸗ 
moͤglichen Foctoren dieſer Form feine Ruͤckſicht zu neh⸗ 
men, und kann ſie als gar nicht vorhanden anſehn, 
weil Factoren, die zuſammen immer ein poſitives Rex 
ſultat geben, auf das Zeichen des ganzen Products kei⸗ 
nen Einfluß haben koͤnnen. Diejenigen Factoren einer 
ſolchen Form hingegen, welche aus möglichen Werthen 
der unbekannten Größe entſpringen, koͤnnen allerdings 
das Zeichen des ganzen Produets bald ſo, bald anders 


K 
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ausfallen machen, je TEE der Werth beſchaſſen iſt, 
welchen man ſuͤr die unbekannte Groͤße an die Stelle 
ſetzt. Es ſey K a eine Wurzel der Gleichung, alſo 
* — a ein Factor ihrer Form. So lange man für x 
Etwas fege, das mehr beträgt, als a, wird dieſer Factor 
einen beſtimmten poſitiven Werth haben; wenn man 
bingegen für x Etwas annimt das kleiner iſt als a, 
fo wird * — a negativ werden muͤſſen. Und ſo kann 
das eine Mal das Product ſehr wohl das umgekehrte 
Zeichen von demjenigen erhalten, welches eben dasſelbe 
das andre Mal bekommt. Allgemein darf man be⸗ 
haupten: zwey verſchiedene Werthe der unbekannten 
Groͤße, die eine ungerade Menge von Wurzeln einer 
Glelchung zwiſchen ſich faſſen, ſo daß der eine mehr 
betrage, als alle dieſe Wurzeln, der andre hingegen 
weniger als ſie alle, geben, in die Form der Gleichung 
ſubſtituirt, und den Betrag derſelben gehörig zuſam⸗ 
mengerechnet, allemal Reſultate von verſchiedenen Zeichen. 
Es moͤgen, der Groͤße nach geordnet, RE 
u. ſ. w. Wurzeln einer Gleichung vorſtellen. Alsdonn 
wird das Product . (x — a) (* b). (x c). (x d) 
(K f). .. die Form der Gleichung geben. Man 
ſetze für x einen beſtimmten Werth, welcher zwiſchen 
zwey von den Wurzeln der Gleichung 3. E. zwiſchen 
a und b fälle, das heißt, welcher kleiner iſt als a, 
und großer als b. Alsdann wird (X — a) und alle 
vorhergehende Factoren in der Form der Gleichung, 
well in ihnen vom Kleineren das Größere abgezogen 
wird, negativ werden müffen, ( b) hingegen, und 
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alle ſolgenden Factoren, well bey ihnen das Umgekehrte 


Statt finder, ſaͤmtlich poſitiv. Man ſetze nachher für 
x einen zweyten Werth an die Stelle, der eine unge, 


rade Menge von Wurzeln der Gleichung mehr als der 


erſtere vor ſich liegen hat, von denen er an Gröfe 
übertroffen wird, z. E. einen Werth, der zwiſchen d 
und fliegt. Alsdann wird jeder von den Factoren, 


welche vorhin poſitlo wurden, weil man damals für x 


Etwas ſetzte, das groͤßer war als ihre zweyten Theile, 
(Xx — b), (== c), (X- d), nun, da man für x Er. 
was ſubſtituirt, das kleiner ſeyn ſoll, als ihre zweyten 
Theile, das — Zeichen annehmen, während alle fol- 


genden Foctoren (x — f). .. weil in ihnen, wie ans 


fangs, für x Etwas größeres als ihre zweyten Theile 
ſubſtituirt wird, das vorige Zeichen behalten. Es wird 
olfo, in dem angenommenen Producte, bey der zwey⸗ 
ten Subſtitution, eine ungerade Menge von Factoren 


mehr ols bey der erſten negativ, waͤhrend alle übri- 


gen ihr Zeichen ungeaͤndert beybehalten. Aber eine 
ungerade Menge negativer Factoren gibt allemal ein 


negatives Product, und wenn eben dieſe Factoren ver, 


her ſaͤmtlich poſitiv waren, die übrigen aber in beyden 
Fallen durchaus die nemlichen Zeichen behalten, fo muß 
das Product das eine Mal nothwendig ein andres Zeis 


chen bekommen, als das andre Mal. Aus eben dem 


Grunde erhellet, daß zwey Werthe von x, zwiſchen 
denen eine gerade Menge von Wurzeln der Gleichung 
enthalten iſt, da eine gerade Menge negativer Facto- 
ren eben ſo gut ein poſitives Product geben, als wenn 
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fie ſaͤmtlich poſitiv geblieben wären, Reſultate von dem 
nemlichen Zeichen geben muͤſſen, wenn ſie in die geet 
einer Gleichung fubflituire werden. 

Man darf ail, unter der anfaͤnglichen Voraus- 
ſetzung, folgenden Satz mit Gewißheit behaupten: 
Wenn zwey Werthe der unbekannten Größe, jeder für 
ſich in die Form einer Gleichung ſubſtituirt, bey der 
Berechnung des aus allen ihren Gliedern entſpringen⸗ 
den Betrages, Reſultate von verſchiedenen Zeichen dar⸗ 
bieten, ſo liegt zwiſchen dieſen beſtimmten Werthen 
wenigſtens eine; vielleicht auch mehrere, aber ges 
wiß jedesmal eine ungerade Menge von den Wurzeln 
der Gleichung. Wenn aber zwey Zahlen, für die un. 
bekannte Groͤße an die Stelle geſetzt, beydemale Re⸗ 
ſultate von gleichen Zeichen hervorbringen, fo liegt zwi⸗ 
ſchen ihnen entweder gar keine Wurzel der Een 
oder eine gerade Menge von ſolchen. | 

Will man alfo, um den Wurzeln einer 0 
Gleichung durch Verſuche beyzukommen, für die unbes 
kannte Groͤße bellebige Zohlen an die Stelle ſetzen, ſo 
wird eine ſolche Probe, wenn ſchon die Glieder der 
Gleichung nicht zuſammen o ausmachen, alſo das Sub⸗ 
ſtituirte keine Wurzel der Gleichung iſt, doch nicht 
immer vergeblich angeſtellt ſeyn. Man wird das Zeis 
chen, welches das Reſultat der Subſtitution bekommt, 
bemerken; gäbe eine andrer Werth der unbekannten 
Größe dem Reſultate feiner Subſtitution ein andres 
Zeichen, fo läge zwiſchen dieſen beyden Werthen mme 
verlaͤſſig wenigſtens eine Wurzel der Gleichung, die 
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man auf dieſe Weiſe wenigſtens in Grenzen eingeſchloſ⸗ 
ſen haben wuͤrde. Freylich bleibt das Verfahren auf 
dieſe Art noch ſehr unvollkommen; die unmoͤglichen 
Ausdruͤcke, welche in vielen Fällen den Foderungen 
der Gleichung Genuͤge leiſten werden, entdeckt man 
vermoͤge feiner gar nicht; ſelbſt die moͤglichen Wur⸗ 
zeln der Gleichung, wenn man nicht die Menge der 
anzufiellenden Proben ins Unendliche anhaͤufen will, 
koͤnnen dabey zum Theil verborgen bleiben, indeſſen 
hat es doch ſchon dadurch großen Werthe, daß es ein ⸗ 
zelne, und gewoͤhnlich wohl die meiſten von den Wur⸗ 
zeln der Gleichung zu erſorſchen, und mit beliebiger 
Genauigkeit zu beſtimmen erlaubt. Inſofern mag hler 
der bequemſte Mechanismus desſelben etwas . 
cher dargeſtellt werden. 

Man ſuche anfangs, ob nicht Wurzeln einer gege⸗ 
benen Gleichung zwiſchen benachbarten ganzen Zahlen 
| eingeſchloſſen find. Dies geſchleht, indem man für die 

unbekannte Größe ſucceſſiv alle ganze Zahlen, o ſelbſt 
mit eingeſchloſſen, an die Stelle ſetzt, und den Werth, 
welchen die Form der Gleichung dafuͤr annimt, berech⸗ 
net. Man muß ſich aber nicht bloß auf poſitive ganze 
Zahlen beſchraͤnken, ſondern eben ſo gut bey dieſen Sub. 
ſtitutionen die negativen gebrauchen. Wo ſich alsdann 
in unmittelbar auf einander folgenden Reſultaten ver⸗ 
ſchiedene Zeichen vorfinden, da liegt gewiß zwiſchen den 
beyden benachbarten ganzen Zahlen, deren Subſtitu. 
tion dieſe Reſultate gegeben hat, eine Wurzel der Glei⸗ 
chung. Dieſes Verfahren iſt, wenn man dabey Säge 
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zu Huͤlfe rufen will, die erſt in der Folge erörtert wer⸗ 
den koͤnnen, noch großer Abkuͤrzung ſaͤhig, beſonders 
um beſtimmt wiſſen zu können, wie weit man bey den 
ſucceſſiven Subfliturionen fortzugehn braucht, und von 
welchem Puncte an man keine fernere Proben mehr 
zu machen nörhig, hat, weil man ſicher ſeyn kann, daß 
Di bey den folgenden Subſtitutionen keine Zeichen: 
abwechslungen in den Reſultaten mehr ereignen werden x). 


*) Wenn man in die Form einer Gleichung fuͤr die 
unbekannte Größe ſucceſſiv ©, 1, 2, 3, u. ſ. w. au 
die Stelle ſetzt, ſo bilden die ſucceſſiven Reſultate 
ſelbſt eine Reihe von Zahlen, die einem beſtimmten 
Geſetze unterworfen ſind. Bey einer, auf ſolche Art 
entſprungenen Reihe findet aber allemal nachfolgende 
(ſpaͤter einer ausführlichen Betrachtung zu unterzie⸗ 


hende) Eigenſchaft ſtatt. Die Differenzen ihrer be⸗ 


, | nachbarten Glieder bilden ſelbſt wieder eine Reihe 
5 (erſte Differenzreihe); eben fo aufs Neue die Diffe⸗ 


renzen benachbarter Glieder in dieſer (zweyte Diffe⸗ 


renzreihe), und ſo fort. Aber man kommt dabey 


endlich auf eine Differenzreihe, worin alle Glieder 


durchaus dieſelben ſind, woraus ſich alſo keine fer⸗ 
nere mehr bilden laſſen. Ihre Zahl, ausdruͤckend, 
die wievielſte der allmaͤlig aus einander abgeleiteten 
Differenzreihen ſie iſt, ſtimmt immer mit dem Grade 
der Form, woraus die Hauptreihe eutſprang, voͤl⸗ 
lig zuſammen; jedes Glied in ihr iſt ein Product 
aller ganzen Zahlen von 1 an, bis zu jenem Grade 
hinauf. Es ſey z. E. die Form x gx ＋ 4; es werde 
fuͤr x o, 1, 2, 3, 4, 5, 
ihr Werth 4, — 3, — 4, 7, 36, 89 
So 11 5 Di Lg 27, — J, II, 29, 53 


6, 1a, 18, 24 
III Sr 6, 6, 6° 
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Hat man auf tiefem Wege erſt eine Wurzel zwi⸗ 
ſchen zwey benachbarte ganze Zahlen eingeſchraͤnkt, ſo 


Man kaun bey der Bildung dieſer Reihen aber 
auch den umgekehrten Weg nehmen, von der lezten 


Differenzreihe allmaͤlig zu den vorhergehenden, und 


fo. endlich zur Hauptreihe auffteigend, Addirt man 
ein folgendes Glied einer Differenzreihe zu dem eben 
ſo hohen der vor ihr unmittelbar vorhergehenden 


Reihe, ſo erhaͤlt man für dieſe ein neues, naͤchſthö⸗ 


heres Glied. Fuͤr die allerlezte Differenzreihe kennt 
man aber alle folgende Glieder zum Voraus; man 
kann alſo auch alle folgende Glieder der naͤchſthoͤhe⸗ 
ren Reihe durch ſucceſſives Addiren finden Aus die⸗ 
ſer aber kann man wieder eben ſo die Fortſetzung 
derjenigen geben, wovon ſie ſelbſt Differenzreihe war, 
und auf dieſe Art fortſchreiten, bis man zur Haupt⸗ 
reihe gelangt iſt. In unſerm Beyſpiele gaͤbe die 
Fortſetzung der Es Dittes, die ed mit 
24 ſchloß, 9 

II) 24) 30, gë 42, 48, rs 
Daraus fände ſich die Fortſetzung der erſten, die 
mit 53 aufhoͤrte 

D 53) 83, 119, 161, 209 
Daraus endlich die Fortſetzung der Haupteibe, die 
mit 89 endigte 

89) 172, 201, 452, DÉI, 
SC die Werthe der anfänglichen Form für 

6, 7, 8, 9 feyn werden. 

ach dieſem Verfahren ſieht man augenblicklich, 
ob bey weiterer Fortſetzung der Hauptreihe noch Zei⸗ 
chen⸗Abwechslungen möglich ſind. Wenigſtens ſo⸗ 
bald die lezten Glieder aller vorhandenen Reihen 
poſitiv ſind, kann es deren ferner nicht mehr geben. 
Aber nicht bloß vorwaͤrts, ſondern auch ruͤck⸗ 
waͤrts laͤſſt ſich die Hauptreihe auf eine ähnliche 
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beliebig weiter zu treiben. Dabey iſt der Gebrauch 


Weiſe fortſetzen, ſo daß man den Betrag der Form 
fr x = - 1, — 2, 3, u. ſ. w. angeben kann. 
Ein vorhergehendes Glied einer Differenzreihe, von 
dem an Zahl naͤchſthoͤheren der unmittelbar vorher— 
gehenden Reihe abgezogen , giebt ein neues, naͤchſt⸗ 
niedriges Glied in dieſer Reihe. Man kennt aber 
alle Glieder der lezten Differenzreihe, man kann 
alſo durch ſucceſſives Abziehn alle fruͤheren Glieder 
der vorhergehenden Reihe finden, und ſo aus einer 
Reihe zur andern allmälig aufſteigend, endlich zu 
den fruͤheren Gliedern der Hauptreihe gelangen. 
In dem vorigen Beyſpiele fing ſich die Ute Diffe⸗ 
renzreihe mit 6 an; ihre früheren Glieder find alfo, 
ruͤckwaͤrts angegeben 

. . 18, — 12, — 6, o, (6 II 8 
Die Iſte Differenzreihe fing mit — 7 an, ihre früs 
heren, Glieder find alſo: 

2 29 ‚F1-1,-7,—7) 1 
Die Hauptreihe fing mit 4 an, ihre früheren Slier 
der ſind alſo: — 28, 1, 12, 11, 4) 

Dieſe Zahlen ſtellen die Werthe der anfänglichen 
Form fr x = — 1, — 2, E Idar. 
Auch dabey kann man bald wahrnehmen, wann eine 
Fortſetzung des Verfahrens aufaͤngt Überfläffig zu 
werden. So bald die Anfangsglieder der ſucceſſiven 
Reihen, nach der Ordnung von dem der unterſten 
an, die von ſelbſt lauter poſitive Glieder hat, re⸗ 
gelmaͤßig abwechſelnde Zeichen haben, iſt die Arbeit 

äaals geſchloſſen anzuſehn. Denn alsdann vermag die 
ſucceſſive Subtraction, die man an ihnen auszuüben 
hat, um zu neuen, naͤchſtvorhergehenden Anfangs: 
gliedern zu gelangen, nichts weiter als beſtaͤndige 

G 
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der Decimalbruͤche der zweckmaͤßigſte, und man hat 


bey Fortſetzung der Unterſuchung allmaͤlig unter allen 


vom Nenner Zehn, hernach vom Nenner Hundert, 
und fo fort, diejenigen beyden benachbarten, das heiſſt 
im Zähler um eine Einheit verſchiedenen, aufzufinden, 
welche die geſuchte Wurzel zwiſchen ſich faſſen. Die Me⸗ 
thode des Verfahrens koͤnnte dabey immer die nemliche 
bleiben; ein ſucceſſives Subſtituiren zweyer, um eine 
Einheit, die anfangs vom Range der Zehntheile, nach⸗ 
her vom Range der Hunderttheile und ſo weiter genommen 
werden muͤßte, verſchledener Zahlen, bis man zwey Re⸗ 
ſultate erhielte, die verſchiedene Zeichen ſuͤhrten. Hat 
man die Wurzel ſchon in ganzen Zahlen gefunden, fo Fönnen 
der Proben, die in Abſicht auf die an fie zu henken⸗ 


Vergroͤßerung deſſen, was vorhin in jeder Reihe 
Anfangsglied war, ohne Aenderung feines Zeichens, 
Vom Pofitiven etwas Negatives abziehn, heiſſt das 
Poſitive vergrößern; vom Negativen etwas Poſiti⸗ 
ves ſubtrahiren, das Negative größer machen. 

Fuͤr die in unſerm Beyſpiele angenommene Form 
wuͤrde auch der Zweck der ganzen Arbeit erreicht 
ſeyn. X 2 gab zum Reſultat — 4; XY 3 hin⸗ 
gegen +75 zwiſchen 2 und 3 liegt folglich eine 
Wurzel der Gleichung. * o gab +4, vr 
aber — 3; zwiſchen o und I liegt alſo eine zweyte 
Wurzel. X = z endlich brachte ET] X 4 
hingegen — 28; zwiſchen — 3 und — 4 iſt folglich 
die dritte Wurzel der Gleichung enthalten. 

Den bequemften Mechanismus im Schreiben bey 
der Ausuͤbung dieſer Methode wird Jeder von ſelbſt 
finden, Ein Beyſpiel davon wird im Folgenden 

vorkommen. 


99 


den Zehnrhelle überall möglich find, hoͤchſtens neun 
ſeyn; eben fo viele, wenn man die Grenzen ſchon auf 
Zehntheile zuſammengezogen hat, und nun, noch enger, 
auf Hunderttheile beſchraͤnken will, und fo fort. In⸗ 
deſſen kann in den meiſten Faͤllen ein kuͤrzeres Vers 
fahren angewandt werden. In Abſicht auf die Zehn⸗ 
theile muß es allerdings bey der eben angedeuteten Mer 
thode fein Bewenden haben. Sind a und a 1 zwey 
benachbarte Zahlen, von denen die eine a, fuͤr * in die 
Form der Gleichung ſubſtituirt, ein Reſultat von an⸗ 
derm Zeichen gibt, als a 1, fo ſetze man allmälig 
für x an die Stelle a, 1; a, 2 u.f.m., bis hoͤchſtens 
a, 9, um zu ſehn, welcher von dieſen Werthen zuerſt 
im Reſultate ein andres Zeichen hervorbringt, als der 
naͤchſtvorhergehende gegeben hat. Zwiſchen ihm und 
dieſem naͤchſtvorhergehenden liegt alsdann dle geſuchte 
Wurzel der Gleichung, deren Beſtimmung auf dieſe 
Art ſchon bis zu den Zehntheilen gediehen ſeyn wird. 
Was aber die höheren Decimalftellen betrifft, fo 
kann ihre allmaͤlige Auffindung ſehr oft durch Huͤlfe 
des nachfolgenden Satzes abgekuͤrzt werden. Geſetzt 
man habe einen Deeimalbruch, deſſen hoͤchſte Ziffer eis 
nen gewiſſen Rang (n) beſitzen mag, in welchem uͤbri⸗ 
gens noch unbeſtimmt viele Ziffern von fueceffiv niedri⸗ 
gern Rängen enthalten ſeyn mögen,  Diefer Deeimal⸗ 
bruch ſey als Summe aller Glieder von einer Form 
gegeben, die regelmäßig nach Potenzen einer gewiſſen 
unbekannten Größe, von der erſten Potenz an zu den 


ſucceſſiv hoheren hinauf, fortſchreiten, und für den Ans 
| ©; 
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fang, der Einfachheit wegen, in jedem Gliede die Einheit 
zum Coefficlenten haben mag (b=p-++p?+p? +-....) 
Alsdann iſt offenbar jene unbekannte Größe gleichfalls 
ein Bruch, deſſen hoͤchſte Ziffer wenigſtens keinen hoͤ⸗ 
heren Rang beſitzen kann, als der gegebene Bruch auf 
der andern Seite des Glelchheitszeichens. Alsdann 
aber laͤſſt ſich der Rang, zu welchem hoͤhere Potenzen 
von ihr auſſteigen koͤnnen, ſehr leicht im Allgemeinen 
bezeichnen. Eine Einheit vom naͤchſthoͤheren Range 
(hier alfo eine Einheit, die zum Nenner dle naͤchſtnie⸗ 
drige Potenz von Zehn hat, See, beträgt mehr, 
als jene unbekannte Größe ; deren ſucceſſive Potenzen geben 
olſo gleichfalls mehr als die ihrigen, und koͤnnen in: 
ſofern gebraucht werden, um die Grenzen zu bezeichnen, 
bis zu welchen jene nicht aufzuſteigen im Stande find, 
So kann namentlich das Quadrat der unbekannten 
Größe (p?) noch nicht bis zu einem Decimalbruche 
aufſteigen, deſſen Nenner 1022 ware, weil der Hein, 


ſte Bruch, der dieſen Nenner führen kann 2 gel 
* ` N e ; 


ſchon das Quadrat von einem ſolchen ( > ) iſt, 
f É , Se 


der mehr betragen fol, als das der unbekannten Größe, ` 
Eben fo wenig kann die dritte Potenz (ps) zu einem 
Bruche aufſteigen, deſſen Nenner 103 * waͤre, und 
ſo weiter. Alles alſo, was in dem bekannten Bruche 
(b=p-+p?-+p?...), der aus der Summe jener 
Potenzen erwachſen ſeyn fol, vom nten Range des Nen⸗ 
ners bis zum an — aten, den lezteren Rang mit einge⸗ 
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ſchloſſen, von Ziffern vorhanden iſt, kann lediglich aus 
dem erſten Gliede der die Summe bewuͤrkenden 
Reihe, d. h. aus p ſelbſt herruͤhren; erſt auf die ſpaͤte. 
ren Ziffern des Bruchs koͤnnen die folgenden Glleder 
der Reihe in demjenigen, was fie zu der ganzen Summe 
beytragen, Einfluß zelgen. Indem man alſo aus dem 
bekannten Bruche (b) die Ziffern heraushebt, welche 
ſich von der nien Declwmalſtelle bis zur an — 2ten, in⸗ 
cluſive, erſtrecken, hat man den Werth der unbekannten 
Größe (p) bis auf eben ſoviele Deeimalſtellen richtig 
beſtimme. Allenfalls kann die Ziffer der lezten Deci⸗ 
malſtelle doch noch um eine Einheit zu groß ſeyn, wenn 
etwa aus ps, obſchon es nur bis zur an — en Deci⸗ 
malſtelle auffteigen kann, doch bey der Addition zu p, 
wegen des Uebertragens aus einer Stelle in dle naͤchſt⸗ 
hoͤhere, welches bey der Addition decadiſch gebildeter 
Zahlen ſo haͤufig vorkommt, recht wohl eine Einheit 
in die naͤchſthoͤhere Stelle übergegangen ſeyn kann, zu 
welcher pe für ſich allein nicht binaufgereicht haben wurde. 

Sollten aber in der Reihe, wo die Summe der 
nach Potenzen einer unbekannten Groͤße ſortſchreitenden 
Glieder einen gegebenen Bruch ausmacht, die folgen⸗ 
den Glieder (denn das erſte kann man allemal durch 
Divifion von feinem Coefficienten befreyen) noch be: 
ſtimmte Zahlen zu Coeſficienten haben, fo wuͤrde ſich 
allerdings in den obigen Schluͤſſen Vleles aͤndern muͤſ⸗ 
fen. (bp Ap? ＋ B. p K... .) Namentlich 
kommt alsdann Wieles auf den Eoefficienten des zwey⸗ 
ten Gliedes (B pz) an. Iſt er für ſich ein achter 
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Bruch, fo wird dadurch das zweyte Glied noch mehr 
erniedrigt, als bey der anfaͤnglichen Vorausſetzung, kann 
alſo zu der Summe erſt in noch fpäteren Decimalſtel⸗ 
len beygetragen haben. Sollte hingegen dieſer Coefii- 
cient eine ganze Zahl ſeyn, ſo erhoͤht er, mehr oder 
weniger, je nachdem er ſelbſt groͤßer oder kleiner iſt, 
den Werth des Gliedes, und Lët dasſelbe zu hoͤheren 
Decimalſtellen aufſteigen, als es fonft würde darzubleten 
im Stande geweſen ſeyn. Stwas aͤhnliches gilt auch 
von den folgenden Gliedern, indeſſen muͤſſten ihre Coef⸗ 
ſicienten verbötenifimaßig noch ſehr viel betraͤchtlicher 
ſeyn, da ſie ſonſt hoͤhere Potenzen der unbekannten 
Größe, die als Potenzen eines Achten Bruchs allmälig 

immer weniger betragen, enthalten, wenn ihr Einfluß 
bey den hoͤchſten Ziffern der ganzen Summe ſchon an⸗ 
heben ſollte. Ueberhaupt wird dabey jedes Mal Alles 
auf. die individuelle Beſchaffenhelt der einzelnen Coef⸗ 
ficienten ankommen. 

Der Gebrauch dieſes Satzes bey der naͤhernden 
Berechnung einer Wurzel der Gleichung muß ſolgen⸗ 
dermaßen gemacht werden. Vorausgeſetzt, daß die 
Wurzel ſchon bis auf Ganze und Zehntheile genau ge: 
funden iſt, (der Inbegriff davon mag durch a angedeu⸗ 
tet werden); und nur noch die Hunderttheile und Tel, 
genden Decimalen fehlen, deute man dieſen lezten Theil 

der unbekannten Größe durch ein neues Zeichen (etwa p) 
an, ſo daß die unbekannte Groͤße der Gleichung als 
aus einem bekannten, und einem unbekannten Theile 
beſtehend geſetzt wird (X Sa A p). Man fubflituire 


1 


103 ; 


` biefen Werth für fie in die Gleichung, fo wird elne 
Form entſtehn, die regelmäßig nach Potenzen einer 
neuen unbekannten Größe (p) fortſchreitet, von welcher 
man aber ſchon zum Voraus weiß, daß ſie ein Bruch 
ſeyn werde, welcher aufs Höchfte zu den Hunderttheilen 
aufſteigen kann. 5 

Man ordne die neue Form fo, daß das bekannte 
Glied in ihr auf der einen Selte des Gleichheits⸗Zel⸗ 
chens allein ſtehe, alle unbekannten Glieder von Unten 
an auf der andern Seite, und befreye durch Diviſion 
das erſte unbekannte Glied von feinem Coefficienten. 
Dadurch wird eine Form entſpringen, wie fie unmittelbar 
vorhin betrachtet worden iſt (b=p-+ Anni Bps. . . .). 
Hindern es nur die Coefficienten der folgenden Glieder 
nicht, ſo wird man aus dem bekannten Bruche auf der 
einen Seite der Gleichung (b), ſogleich die Hundert: 
theile welche er enthaͤlt hervorheben, und als diejenigen, 
welche die unbekannte Groͤße (p) in ſich ſchließt, anſetzen 
dürfen. Denn wenn p nur bis zum nien Range (bier 
n=2) aufſtieg, fo kann pe noch nicht bis zum Range 
2n — 2 (hier 4 - 22) ſich erſtrecken, was alſo in der 
Summe vom Range 2 vorhanden iſt, gehöre ledig. 
lich p an. 

Hat man auch die Hunderthele der geſuchten 
Wurzel auf dieſe Art gefunden, ſo kann man fuͤr die 
Tauſendtheile und folgenden Deelmalſtellen eben das 
Verfahren aufs Neue beobachten. Es bedeute jezt, 
unbeſtimmt, a den Inbegriff aller vorhergehenden Sit, 
fern; die man für die Wurzel der Gleichung ſchon gen 
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funden hat, p.ben Bruch, der noch an Be gehenkt 
werden muͤſſte, wenn die Beſtimmung auf weitere 
Decimalſtellen getrieben werden ſollte, und es ſey die 
hoͤchſte Decimalſtelle, welche p enthalten kann, die nie. 
Alsdann ſubftitulre man in der anfſaͤnglichen Gleichung 
für xa p, und ordne dle herauskommende Form 
ſo, wie es vorhin bey dem einfachſten Falle vorge⸗ 
ſchrieben wurde (b=p-+Ap? + Bp?....) Hindern 
alstann die Coeffictenten nicht, ſo wird man aus dem 
Bruche, welcher die Summe aller unbekannten Glieder 
darſtellt, ſogleich alle Decimalſtellen von der nien bis 
an — aten hervorheben, und als diejenigen, welche der 
unbekannte Bruch p in ſſch ſchließen muß, anſetzen 
duͤrfen. Iſt alſo n 3, wie der Fall ſeyn wird, wenn 
die unbekannte Große ſchon bis auf Hundertthelle be⸗ 
ſtimmt iſt, ſo gelangt man auf dieſem Wege (weil 
en — 4 nun =4) bis zur vierten Deelmalſtelle. Iſt, 
bey der naͤchſten Wiederholung der Operation ng, 
fo kommt man (da alsdann an — 228) bis zur od, 
ten; wollte man noch einen Schritt welter fortthun, 
wobey ng ſeyn wuͤrde, fo gelangte mon (indem 
an — jezt 16 wäre) bis zur ſechszehnten Decimal⸗ 
ſtelle. Und fo würde überhaupt, je weiter man fort⸗ 
ſchritte, um deſto größer die Menge der neuen Decimal: 
ſtellen werden, welche ſich bey den ſolgenden Operationen 
finden muͤſſte. 

Dieſe Methode hat freylich die Unbequemlichkeit, 
daß fie nicht im Allgemeinen ganz mechaniſch und ges 
radezu angewendet werden kann, ſondern jedesmal ein 
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vorläufiges Urthell, gegruͤndet auf die Beſchaffenhelt 
der Coeſſiclenten in der durch Subſtitution veraͤnderten 
Form der Gleichung, erſodert. Ja ſie wird bey man⸗ 
chen Gleichungen, wenigſtens in Beziehung auf dle 
erſten Decimalſtellen einer geſuchten Wurzel gar nicht 
anwendbar ſeyn. Die Kunſtgriffe, deren man ſich zur 
Erleichterung der ſortgeſetzten Subſtitutionen bedienen 
kann, finden ſich leicht bey wuͤrklich angeſtellter Rech⸗ 
nung, und es verlohnt ſich nicht der Muͤhe, hier dabey 


zu verweilen vi. 
— 
7) Es ſey die Gleichung vu 50x?-4- 130x ＋ 600 
Do gegeben. 

Man ſuche zuerſt, ob fie nicht reelle Wurzeln hat, 
die zwiſchen benachbarte ganze Zahlen fallen. Man 
braucht zu dieſer Abſicht nur die Werthe von o bis 
3 unmittelbar zu ſubſtituiren; 5 Uebrige geben die 


Differenzreihen 
6 vc IR r 2 A 5 6 7 8 9 
— —V . . 2 — N — 


396 —5o — 134 — 24 106 426 1600 676 636 4861 436 0 80 384 —24 636 
— 3446 —94 130.920 830 174.176 —40 — 1801 0 286 — 204 "50 230 660 
353 214 100 10, — 86 98 Ir 116 1101 —80 —26 82 134 280 430 
387114790766 42 —18 | 6 | 30.54 78 102 196 180 
24 24 24 24 23 4 41 "au 24 24 24 24 

Die Gleichung hat alſo eine ganze Zahl +3 zur 
Wurzel; die uͤbrigen liegen, die eine zwiſchen 8 und 
9, die andre zwiſchen — 2 und — 3 die dene end⸗ 
lich zwiſchen — 5 und — 6. 

Um den uͤbrigen Wurzeln genauer ch erte. 
wird es ſehr gerathen ſeyn, vermoͤge der einen, ge: 
nau gefundenen, indem man eine Form des erſten 
Grades aus ihr bildet (x — 5), und damit die, 
Form der Gleichung dividirt, den Grad derſelben 
um eine Einheit zu erniedrigen. So kommt, nach aus 
geſtellter Diviſion die Gleichung x? — 30 120 o. 


5 06 


Oft kann es zu manchen Abſichten nuͤzlich ſeyn, für 
die unbekannte Größe einer Gleichung eine neue einzu⸗ 


deren drey Wurzeln zwiſchen 8 und 9 die erſte; 
zwiſchen — 2 und — 3 die zweyte, zwiſchen — 5 
und — 6 die dritte enthalten find, 

Sucht man in dieſer Gleichung die Wurzel wei: 
ter nach, welche zwiſchen 8 und 9 liegen muß, fo 
findet ſich dieſelbe in Zehntheilen ſogleich, denn 
x = 8,0 gibt zum Reſultat — 8, hingegen = 8,1 
gibt ＋ 6,441; fie iſt alfo in Zehntheilen x = 8,0. 
Um ſie in Hunderttheilen zu erhalten, ſetze man 
X 8, Hp. Dadurch verwandelt ſich die Form 
der Gleichung in o = — 8 ＋ 1422p ＋ 24p * ＋ p. 
Diele, gehörig verwandelt bringt 42. p Zp?+ 
15 . Hier kann alſo die berührte Methode ſicher 


gebraucht werden; die Hunderttheile des Bruchs 2 
— 0,05 . . . find unfehlbar die in p enthaltenen, 
Man ſetze alſo jezt ferner x 8,05 p. Alsdann 


erhält man o = — 0,839875 ＋ 144, 4075p + 
23/15 p* + p?, alſo, gehörig umgeſetzt, 
92889878 — 5 J 2418. EP. gier di 
KEE _——, er d 
144,475 es en une 


fehlbar wieder die beyden erſten Deeimalen des bes 
2 „839875 _ IR 
annten Bruchs 839. — 0,0058 als p angehd 
Ka 32323 angehörig 
genommen werden. Man hat alſo jezt x 8,0558-1-p. 
Die Subſtitution dieſes Werths gibt: 


© = — 0,001498898888 ＋ 144, 6077 40 -+ 
24, 1674p pi, Wiederum transponirt, 
0,0014988 8 24,674p* fr ON 


149697 000 "` 144,97 
Es ſind hier unfehlbar die vier erſten Decimals 


ſtellen des bekannten Bruchs, —0,00001035, welche 
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führen, die mit der vorigen in bekanntem Zuſammen⸗ 
hange ſteht. Dies erfodert nichts weiter als ein ein- 
fahes Subſtituiren. Man druͤcke die anfaͤngliche uns 
bekannte Größe beſtimmt durch die neue aus, welches 
vermöge des angenommenen Zuſammenhangs zwiſchen 
beyden allemal moͤglich iſt, und ſetze dieſen Werth in 
der gegebenen Gleichung an die Stelle der alten unbe⸗ 
kannten Groͤße. Sle wird dadurch herausgehn, und 
es wird die neue dafuͤr wieder erſcheinen. So kann 
man nach dem gewöhnlichen Ausdrucke, die vier Spe⸗ 
eies an den Wurzeln einer Gleichung ausuͤben, auch 
ohne fie zu kennen. Will man Hatt einer Gleichung 
eine andre haben, deren Wurzeln um eine beſtimmte 
Zahl (a) größer oder Eleiner als die der vorlgen find, 
fo. ſetze man in der erſten flatt x an die Stelle y—a, 
oder ya; will man, daß die Wurzeln der neuen 
Gleichung Vielfache oder aliquote Thelle von denen der 
anfänglichen ſeyn ſollen, fo ſetze man für x an die 
Stelle - oder y. a. Ein Fall, wo eine Verwand⸗ 


lung dieſer Art von gutem Nutzen ſeyn kann, iſt ſchon 
bey den eubiſchen Gleichungen vorgekommen, als in ihnen 
das erſte Glied nach dem hoͤchſten fortgeſchafft wurde; 
das Allgemeinere in dieſer Ruͤckſicht beruht auf fol 
gender Betrachtung. Wenn in der Form einer belie⸗ 
bigen Gleichung ( Tan = I- bau- 2 . . ) für die 


man als Werth von p nehmen darf, fo daß alſo, 
genau genug zu den meiſten Abſichten, 
x 8, 05581035 gefunden iſt. 


A 
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unbekannte Größe (x) eine neue (y), die um eine bekannte, 
aber fir den Augenblick noch unbeſtimmte Groͤße (A) kleiner 
ſeyn ſoll (x y A) an die Stelle geſetzt wird, fo 
entſteht bey dleſer, durch den binomiſchen Lehrſatz leicht 
zu vollſuͤhrenden, Subſtitution, eine Form, die nach 
Potenzen der neuen unbekannten Groͤße ſortſchreitet, 
deren Coefficienten zuſammengeſetzte ‚Größen find, zu 
deren Bildung thells die Coeſſieienten der anfänglichen 
Form, theils auch die unbeſtimmte Groͤße (A), welche 
den zweyten Theil des Für x , Werths aus- 
macht, vereinigt beytragen. 

Die Reſultate der Subſtitutlon 0 nd, ſo wie ſie 
aus den einzelnen Gliedern der anſaͤnglichen Form emt, 
ſtehn, Reihen, die nach Potenzen der neuen unbefanns 
ten Größe: fortſchrelten, und fi inſofern zu einer Tos 
talreihe vereinigen laſſen. Aber dleſe Reihen konnen 
ſich nicht ſo verbinden, daß Glieder gleicher Zahl ſich 
zu einem Hauptgliede der Summe vereinigten. Jedes 
ſolgende, fo wie es eine niedrigere Potenz von x ot 
haͤlt, fängt: auch mit einer niedrigeren Potenz von y 
an. Allgemein, wenn man angeben ſoll, wie ſich ein 
gewiſſes Glied der nach Potenzen von y fortſchreitenden 
Totalrelhe bildet, wird man behaupten dürfen, daß alle 
Glieder der anfaͤnglichen, nach Potenzen von x ſort 
ſchreitenden Form, deren Zahl nicht geringer iſt als 
die des verlangten, dazu beytragen. Es fen das ges 
ſuchte Glied das vir nach dem anfänglichen, enthalte 
alſo yu. Jedes Glied der gegebenen, nach Doten, 
zen von x fortlaufenden Form, von x" bis auf das 
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rie nach ihm, welches * in ſich ſchlleßt, enthaiten, 
wenn man in ihnen für x an die Stelle ſetzt y a, 
einen Theil, der jene Potenz von 5 mit ſich bringt. 
Offenbar aber erſcheint dieſer Theil bey den einzelnen 
Entwicklungen deſlo früher, je niedriger die Potenz 
von x iſt, woraus er gezogen werden foll, Bey X = 
(y+ AP iſt es das rie Glied = „SA. y eg 
a. N (e A iſt es das Ee 
WW 18. aA ryn e, und fo fort bey jeder niedrigeren 
Potenz von x, in welche man ſubſtitultt, ein an Zahl 
immer um eine Einheit niedriger werdendes Glied, 
welches man herousheben muß, wenn man dieſelbe 
Potenz von „ behalten will. Es würde alſo die ganze 
Subſtitution unter folgendem Schema erſcheinen: 

en Ne 14. desde) Ze BA, h 
ax n — I ut ta Aayı-?. par. ya-r 
+ba-2o $ by a Ee 


Ee: * më Deh 

Die Coeſſicienten der neuen, nach Potenzen von 
y fortſchreitenden Form entholten alſo offenbar, auſſer 
denen der anfaͤnglichen, die bekannte Größe (A), wel, 
che als zweyter Theil des Werths von x angenommen 
iſt. Sie ſtellen, wenn man will, Formen dar, die 
nach Potenzen dieſer Größe fortſchreiten, und der Grad 
dieſer Formen, wird mit der Zahl des Glledes, deren 
Coefficlenten fie bilden ſollen, identiſch ſeyn (das un 
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Glied der neuen Form, yu enthaltend, hat zum 
Coefficienten eine nach Potenzen von A fortſchreltende 
Form, die mit A" anhebt, alſo vom rien Grade iſt. 


Man kann, dieſem Geſetze zu Folge, jene bekannte, 
aber hier noch unbeſtimmte Groͤße (A), ſo einzurichten 
verlangen, daß dadurch irgend einer von den Coefficiens 
ten der nach Potenzen von y ſortſchreitenden Form 
einen vorgeſchriebenen Werth erhalten muß. Durch 
eine (aide Foderung wird, indem man den Ausdruck 
dieſes Coeſſicienten jenem Werthe wuͤrklich gleich Gët, 
eine Gleichung entſtehn, in welcher A die unbekannte 
Größe iſt, und von deren Auflöfung die wuͤrkliche 
Realiſirung jener Foderung abhängen wird. Brauch, 
bar alſo laͤſſt ſich die ganze Betrachtung nur für den 
erſten und zweyten Coefjicienten der neuen Form ma, 
chen, weil, indem man ſie einer gegebenen Groͤße gleich 
ſetzt, nur Gleichungen des erſten und zweyten Grades ent⸗ 
ſtehn, waͤhrend bey allen folgenden Gleichungen hoͤherer 
Grade zum Vorſchein kommen muͤſſen. Am häufig« 
ſten kommt der leichteſte Fall vor. Die neue Glel⸗ 
ckung ſoll das erſte Glied nach dem hoͤchſten, welches 
fie bey gänzlicher Vollſtaͤndigkeit ihrer Form enthalten 
muͤſſte; nicht in ſich ſchließen. Man ſetze alſo den 
Coeſſiclenten dieſes Gliedes, welcher die noch nicht be⸗ 
ſtimmte Größe A in ſich faſſt, „BA a, bas beifft: 
BA Fa a. gibe, A als unbekannte Größe an⸗ 


geſehn, dese Und ſo entſpringt die Regel. Wenn 
man aus der Form einer Gleichung (Xu Fax” 14 
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kan sei, burch Einführung einer neuen unbe⸗ 
kannten Groͤße, eine andre Form erhalten will, in 
welcher das erſte Glied nach dem hoͤchſten nicht vor⸗ 
handen iſt (oder o zum Coeffieienten hat, fo ſetze man 


für E „ d. h. man laſſe die neue unbekannte 
Groͤße um eine Zahl groͤßer ſeyn als die alte, welche 
herauskommt, wenn man den Coefficienten des erſten 
Gliedes in der gegebenen Gleichung durch den Grad 


derſelben dividirt. Dieſes Fortſchaffen des erſtes Glie- 


des gewährt bey vielen Rechnungen mit Gleichungen 
große Erleichterung. ee 


Die höheren Unterſuchungen uͤber die Gleichungen 
und ihre Wurzeln zerfallen in zwey, dem Zwecke und 
der Methode nach ſehr verſchiedene Theile. In dem 
einen bemuͤht man ſich die Wurzeln ſelbſt zu finden; 
Kennzeichen ob ſie moͤglich oder unmöglich fi find, und 
wie viele von jeder Art ein Gleichung enthalten mag, 
anzugeben; Grenzen zu ſinden, zwiſchen denen dieſe 


Wurzeln enthalten ſeyn muͤſſen, und ſo weiter. Keine 


dieſer Unterſuchungen iſt zu einem allgemeinen Reſul⸗ 
tate gediehn. Man hat dabey vielfaͤltig geometriſche 
Betrachtungen zu Huͤlfe gerufen; die Einmiſchung eines 
ſolchen, der Arithmetik ſremden Prineip mag allerdings 
zur Verſinnlichung vieler allgemeinen Beziehungen bey⸗ 
tragen, aber eine Erweiterung der theoretiſchen Arith⸗ 
metik iſt von ihr nicht zu erwarten. Indeſſen bleiben 
jene Unterſuchungen deſſen ungeachtet lehrreich und brong, 
bar; vielfältige ſpeclelle Reſultate gehn aus ihnen her⸗ 
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vor; bequemere Naͤherungsmethoden ſind eine Frucht 
von ihnen. An dieſe Stelle aber gehören fie nicht, 
denn fie fegen elne vollſtaͤndige Kenntniß von den allge: 


. meinen Geſetzen der arithmetlſchen Entwicklungen vor⸗ 


aus. Einiges von ihnen wird im Folgenden vorkommen. 

Der zweyte Haupttheil von den Unterſuchungen 
über. die Gleichungen iſt von der wuͤrklichen Aufloͤſung 
unabhängig, und beſchaͤfftigt fü ich lediglich mit demjeni⸗ 
gen, was, mit den Wurzeln einer Gleichung zuſam⸗ 
menhaͤngend, und aus ihnen. gebildet, berechnet ger, 
den kann, ohne dieſe Wurzeln ſelbſt einzeln als bekannt 
voraus zuſetzen. Die Coefficienten, welche die Form 
der Gleichung bey ſich führe, ſind gegebene Größen, 
und ihr Zuſammenhang mit den unbekannten Wurzeln 
iſt vollig bekannt. Verbindungen dieſer Coefficienten 
unter einander, bringen alſo unfehlbar Größen hervor, 
die ſich gleichfalls auf beſtimmte Weiſe aus den Wur⸗ 
zeln der Gleichung erzeugen, und als Reſultate beſtimm⸗ 
ter Rechnungen mit bekannten Groͤßen gleichfalls be— 
kannt find, Man darf im Allgemeinen behaupten: 
Jeder noch zuſammengeſetzte arithmetiſche Ausdruck, 
wozu alle Wurzeln einer gegebenen Gleichung auf bie, 
ſelbe Weiſe beytragen, laͤſſt ſich bloß aus den Coefft⸗ 
cienten, welche die Form der Gleichung bey ſich fuͤhrt, 
berechnen, ohne daß es im Geringſten noͤthig waͤre, 


dle einzelnen Wurzeln ſelbſt zu kennen. In dieſer All: 


gemeinheit kann freylich der Satz an der gegenmärtigen 
Stelle nicht bewieſen werden; es mag aber, als Vor⸗ 
bild feiner Ableitung, als Fundament der ganzen höhe: 
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ren Algebra, in einem der folgenden Kapitel, bey Ges 
legenheit einer arithmetiſchen Unterſuchung von Aën, 
licher Form, das Theorem aufgeſtellt und bewieſen wer⸗ 
den, auf welchem alle jenen hoͤheren Unterſuchungen 
über die Gleichungen gegründet werden muͤſſen. 


Schfies Kapitel. 


Von der Multiplication zuſammengeſetzter 
Formen im Allgemeinen, und dem vor 
lynomiſchen Lehrſatz fuͤr ganze poſitive 

Exponenten. 


Die allgemeine Aufgabe: mehrere verſchledene, ober 
nach Potenzen der nemlichen Hauptgroͤße fortlaufende 
Formen mit einander zu multlpliciren, hat im Ganzen 
weniger Schwierigkeit, als partieuläre Falle; eben weil 
die Unbeſtimmtheit der Formen keine näheren Mobifie 
catlonen der allgemeinen Regeln gestattet. Der Gang 
des bey ihr anzuwendenden combinatoriſchen Verfahrens 
wird mehr oder weniger einfach ſeyn, je nachdem in den 
zuſammengeſetzten Factoren mehr oder weniger Ueber⸗ 
einſtimmung in Abſicht auf die gleichfoͤrmige Regel 
maͤßigkeit ihres Baus ſtattfindet. 


Will man von dem Elnſachſten dieſer Art aus⸗ 
gehn, fo fege man mehrere Formen, dle in ihrem 
erſten Gllede ſaͤmmtlich die erſte Potenz der Haupt 

EE 
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größe enthalten, und nur regelmäßig in ihre folgenden 
Glieder die ſucceſſiv Höheren aufnehmen, ſo daß alfo 


in jeder die Zahl eines beliebigen Gliedes mit dem 


Grade der darin von der Hauptgroͤße vorkommenden 
Potenz zuſammenfaͤllt. Alsdann tritt offenbar die 
Regel in unmittelbare Anwendung, welche im Anfange 
des dritten Kapitels zur analytiſchen Begruͤndung des 
Varlirens zu beſtimmten Summen gegeben worden iſt. 
Das geſuchte Produet wird eine Form, die in ihrem 
erſten Gliede eine Potenz der Hauptgroͤße enthalt, deren 
Exponent mit der Zahl der vorhandenen Factoren 
einerley iſt; in ihren folgenden Gliedern allmaͤllg durch 


die naͤchſthoͤheren Potenzen fortſchreitet, fo daß die Zahl 


des folgenden Gliedes, addirt zu der der vorhandenen 
Factoren, den Grad der In ihm enthaltenen Potenz ans 
gibt; die Eoefficienten der Glieder find Variatlonsfor⸗ 
men zu der Summe, welche die Exponenten ihrer 
Potenzen darſtellen, gebildet aus den Reihen von Ele. 
menten, welche die Coefflcienten der ſich multlplleiren⸗ 
den Formen in ihrer natürlichen Ordnung darbieten. 
In Zeichen: es moͤgen m Reihen vorhanden ſeyn, wo⸗ 
von ax+bx?-+0x3 +dx*., überhaupt den Bau 
vorſtellt; das Product wird eine Form werden, deren 


Anfangsglled Cx, in welcher überhaupt das (e nach⸗ 


nachfolgende Glied * Cx Er it, die Varlations⸗ 
formen als Producte aus den Coefficlenten der gegebe⸗ 
nen Factoren als reellen Elementen, die dem gemeln⸗ 
ſchaſtlichen Index zum Grunde liegen, gedacht, und 
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olle die, welche zu derſelben Summe gehören, durch 
Additlon mit einander vereinigt. 


Alles kommt alſo, bey wuͤrklicher Yusfigrung d elner 
ſolchen Arbeit, auf die Bildung jener Varlatlonsfor⸗ 
men zu vorgefchriebenen Summen an. Will man nur 
ein einzelnes Glied des Products, alſo nur eine Gruppe 
von Varlatlonsſormen, die einer individuellen Summe 
gehoren ſoll, fo laͤßt Ph, ohne überflüffige Weitlaͤuſtig⸗ 
keit, fuͤr die Entwicklung der einzelnen Formen kein 
andres Verfahren, als das coorbinirende, Anfangs be: 
ſchriebene, anwenden. Bey ihm iſt es nothwendig, 
für die Reihen einen gemeinſchaſtlichen Inder einzufühs 
ren, aus deſſen Elementen die Formen zu bilden ‚und 
die durch ihr Nebeneinanderſtehn angedeutete Multl⸗ 
plication der Groͤße, wovon ſie Stellvertreter waren, 
wuͤrklich vorzunehmen, um zuletzt die gefundenen Pros 
ducte in eine Summe zu bringen z). Sollen hingegen 

2) Sollte 3. E. fur das Product der drey Reihen 

1 2 3 4 

2X — 4x? + 5X — ** 

as + x? — 0x’ + 3x* 

5x ＋ 3x2 — 4x — DE? 
das fünfte Glied nach dem anfänglichen gefunden 
werden, fo wäre daſſelbe * V.. und 
man müßte, um feinen Coefficienten zu berechnen, 
aus dem Inder 1, 2, 3, 4 alle Variationsformen 
der dritten Claſſe zur Summe 8 entwickeln, jede 
davon aus den Coefficienten realiſiren, und die 
Producte vereinigen. Dieſe Formen ſind, indepedent 
geſucht, folgende 

; D 2 
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mehrere Glieder des Produets nach ihrer notuͤrlichen 
Ordnung entwickelt werden, fo gewahrt das recurri⸗ 
rende Verfahren in der Ableitung der ihnen als 
Coeſſicienten gebuͤhrenden Inbegriff: von Variations 


ſolmen weſentliche Abkürzung. Es gibt mancherley 


combinatoriſche Recurſionen zwiſchen Variationsformen, 
die zu niedrigeren Summen und niedrigeren Claſſen 


gehören; es iſt aber nur eine einzige darunter für 
unſern arithmetiſchen Zweck brauchbar, das heißt: ſo 


beſchoffen, daß fie uns nicht bloß bebülflich wird, 
die Andeutung der Art, wie höhere Corfficiensen 
berechnet werden müffen, abzuleiten aus den Anden» 
tungen für die Berechnung niedriger Coefficlenten, 
ſondern in der That ein Mittel darbietet, aus ſchon 
gefundenen Werthen früherer Coefficienten die 
Werthe ſpaͤterer abzuleiten. Dieſe Recufi ion lehrt uns 


realiſirt 

134 2. ( CE EE 
143 — 2. 3. ( Al SZ —24 
224 — ( 4). 1. ( = 8 
233 — (C=). E 32 
242 ( ,., 3 3— 36 
314 — 5 3 see E) Zem — 30 
323 — 5 1 ( 4) el 
332 — 5 C2) 3 ZZ — 30 
341 — 8 3 5 75 
413 — (- 6) . 3. (4) S ＋ 72 
422 —— 6. 1. 3 SG — 18 
431 — (6) CS = hie: 

223 — 190 2 ＋ 33 


Mithin das gefuchte Glied ＋ 33 ei 
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aus den Inbegriſſen von Varkatlonsſormen, die in 
einer nledrigern Claſſe den ſucceſſtoen Summen an⸗ 
gehoͤren, den Betrag aller derjenigen finden, welche 
in einer naͤchſthoͤheren Claſſe zu einer gewiſſen Summe 
gehoͤren werden. Man ſetzt den ſchon berechneten 
Inbegriffen die in der vorhergehenden Claſſe zu ſueceſſiv 
ſolgenden Summen gehoͤren, jedem das Element der 
neuen Reihe, die ſich mit den vorlgen verbinden ſoll, 
bey, deſſen Zahl mit der Summe, die ſich in jenem 
Jnbegriffe dargeſtellt hat, die verlangte Summe voll 
macht. Es ift nicht noͤchig bey dieſem Verfahren weiter 
zu verweilen, denn es iſt kein andres als das in der 
gemeinen Regel des Multiplicirens vorgeſchriebene. 

Ein ſpecieller Fall unſrer vorigen allgemeinen Auf⸗ 
gabe verdient nähere Erwägung: wenn alle Factoren 
völlig unter einander gleichgeſetzt worden find, da 
beißt alſo, wenn von einem Ausdruck, welcher regel⸗ 
mäßig nach Potenzen elner gewiſſen Hauptgroͤße fort, 
ſchreitet, eine beliebige Potenz, deren Exponent eine 

ganze poſitive Zahl iſt, gefodert werden ſollte. Ju 
Zeichen (ax + bx? + cx? dx 4 )* 

Die allgemeine Regel der Multiplication behaͤlt 
natürlich alsdann ihre volle Guͤltigkeit. Aber es wird 
jetzt leichter, die Werthe der Varlatlons formen zu 
berechnen, weil jedes Element ihres Index, es ſtehe in 
welcher Stelle es wolle, eine ſeſte Bedeutung, und 
immer die nemliche, hat. Aus eben dieſer Urſache 
muͤſſen alle die Varlationsſormen für identiſch ange⸗ 
ſehn werden 7 welche bloß: in N der Folge ihrer 
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Elemenze von einander verſchieden find: denn fie 
bedeuten Produete, in denen die nemlichen Foctoren, 
nur in geänderter Folge, vorkommen. Man wird 
ſich folglich bey der Bildung dieſer Formen begnuͤgen 
koͤnnen, nur eine von ihnen wuͤrklich anzugeben, und 
daneben zu beflimmen, wle oſt fie, durch Verſetzung 
ihrer Elemente geändert, vorkommen werde. Es Ift 
alſo hier hinlänglich, um jeden Coeffietenten des Pro: 
duets zu erhalten, wenn man alle Combinations-⸗ 
formen zu der Summe, welche der Exponent der 
im Gliede. vorkommenden Potenz angibt, entwickelt, 
und jeder ihre Permutationszahl beyſuͤgt. 

So entſteht die Idee einer neuen combinatoriſchen 
Operation, des Combinirens zu beſtimmten 
Summen, deren Regel indeſſen bloße Modiſica⸗ 
tionen von denen des MWarlirens ſeyn werden. Man 
ſoll aus einer gegebenen Elementen» Reihe alle moͤg⸗ 

lichen, dem wuͤrklichen Inhalt nach, von einander 
verſchiedenen Complexionen entwickeln, die (wenigſtens 
hier) zu der nemlichen Claſſe gehoͤren, und deren 
Elemente immer dieſelbe Summe geben. Das 
Zeichen für Combinatlonsformen iſt C; man mag 
den Rang ihrer Claſſe darüber, die Zahl der Summe, 
wozu De gehören ſollen, zur Anken daneben ſetzen, 


ſo das „C alle Combinatlonsformen der mt" Claſſe, 
die zur Summe n gehoren, bedeuten wird. 

Es iſt unnsthig, die Regeln des Verfahrens bey 
dieſer Operation weitlaͤuſtig zu entwickeln. Die Ableitung 
der Formen aus einander durch Coordination bleibt ganz 
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dieſelbe, wie fie es beym Varliren war, fo bald man 
die Beſchraͤnkung hinzufuͤgt, daß hier bey dem Aug, 
füllen leer gewordener Stellen niemals ein kleineres 
Element auf ein größeres folgen darf a). Ebenſo Met, 
ben alle fubordinirenden Methoden völlig wie bey dem 
Varliren zu beſtimmten Summen, unter beygeſetzter 
Einſchraͤnkung, daß das Worfegen oder Austauſchen 
der Elemente keine Unordnung in die neuen Formen 


a) Wenn die Reihe der Elemente: unbedingt fortgeht, 


ſo ſind die Formen fuͤr de Sege 
115 
124 
133 
223 
Braͤche die Elemententeihe mit dem Element 6 ab, 


fo wäre z. E. "°C 
11136 
11145 
11226 f 
11235 
11244 5 
11334 
12225 
12234 
d 12333 
22224 
22233 
Die näheren einen zur Combinationslehre 
enthalten einen großen Reichthum von recurrirenden 
Regeln fuͤr Variationen und Combinationen zu be⸗ 
ſtimmten Summen, womit ſich jeder bekannt machen 
mag, den dieſe Unterſuchungen uͤber das Beduͤrfniß 
der allgemeinen Arithmetik hinaus imereſſiren. 


zur 


EEE TUE EDS A Are 
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bringen darf. Dadurch geht donn ſreylich Hier die 


Moglichkeit, aus niebrigern Inbegriffen, ohne ihre 
einzelnen Formen zu beruͤhren, durch bloßes Anfügen 
neuer Elemente, zu höheren aufzuſteigen, verleren. 


Combinatoriſch alſo muß die Regel fr die Poten⸗ 


ziirung einer Form, die von der erſten Potenz der 
Hauptgroͤße onhedt, und durch dle folgenden regelmäßig 
fortſchreitet, allerdings fo ausgeſprochen werden: man 
bilde die ſucceſſiven Potenzen der Hauptgröße, ven 
derjenigen anhebend, die dem Grade der verlangten 
Potenz ſelbſt gleichkommt, und gebe jeder zum Coeffl. 
eienten den Inbegriff aller Produete, die ſich ous den 


Coeffieienten als Elementen, zu einer Combinations. 
claſſe gehörig, deren Rang der Grad der geſoderten 


Potenz, deren Summe die Potenz im jedesmaligen 
Gliede andeutet, bilden loſſen. In Zeichen (wenn dern 
Buchſtabe p, vor ein combinatoriſches Zeichen geſetzt, 
andeuten ſoll, daß jede der in demſelben geſoderten 
Formen mit ihrer gebührenden Verſetzungszahl mutt, 
plicirt werden muß): [ax +bx?+cx? dx A |" 
pa Con + pk CYA pA CR „a, I. nr Cam Ze, 
wobey ſich das Zeichen C auf die Elemente 
a, b, c d. . . bezieht. Aber brauchbar wird diefe 
Regel nur dann ſeyn, wenn man ein einzelnes heraus- 
geriſſenes Glied aus dem berechneten Werthe der 
Potenz verlangt, wo man am bequemſten durch das 
coordinirende Verſehren alle Formen, die zu deſſen 
Coeffielenten gezogen werden müffen, ‚ableiten, und 
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hernach durch dle reellen Elemente realiſiren wird 50. 
Wenn hingegen alle Glieder der berechneten Potenz, 
vom erſten an, bis zu einer beſtimmten Hoͤhe, geſodert 
werden, ſo hilſt keine von den ſubordinirenden Regeln, 
vermoͤge deren aus Combinarionsformen, die an Rang 
oder Summe niedriger ſind, ondre hoͤhere abgeleitet 
werden koͤnnen, bey der wuͤrklichen Berechnung auf 
eine weſentliche Art. Man wird ohne Vergleich 
ſchneller zum Zweck gelangen, wenn man alle dieſe a 
ſcheinbaren Abkuͤrzungen, welche die Gleichheit der 
gegebenen Factoren verſpricht, ganzlich aufgibt, und 
den gewöhnlichen Mechanismus des ganz gemeinen 
Multiplicirens dafür an die Stelle ſetzt. 
b) Wuͤrde 3 E. von der Potenz 
a TAN -N -- | s 
das "te Glied em dem anfänglichen verlangt, fo 
wire es v &, und es kaͤme darauf an 


RK Gaus den, durch die Zeichen I,2, 3. 4,5 
RN Elementen 2,4,—3, 5,— 4, zu bilden. 


Nun iſt * aus dieſen beſchraͤnkten Elementen; mit 
beygefuͤgten Vorſetzungszahlen 


realiſirt | 
800 1245 Zo)24,5.(—4) = 96 
2200 111233 — 120) 28. l. (3), ( »& 46080 
60) 111244 — 600 28. 4. 52 = 48000. 
600 111634 — 60)2?(—3)?,5 = 21600 
600112224 — 600 22. 4. CA) = — 674400 
2800112234 — 160) 21. 2. (— 3). 2 1723800 ¼ 
600 112333. — 60) 22.4. (— N 


f Summe TE 606. 259766 10050 8 
Es iſt alſo das geſuchte 7e Glied nach dem 2 
chen — 154080 x"? 
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Wir koͤnnen nun unſre Betrachtungen uͤber die 
Multiplication von Ausdruͤcken, dle ſich gleich maͤßlg 
nach ſucceſſiven Potenzen einer gemeinſchaftlichen 
Hauptgroͤße gebildet haben, inſofern noch erweitern, 
daß wir in ihrem erſten Gliede nicht eben die erſte 
Potenz, in den folgenden dle allmaͤlig immer nur um 
eine Einheit höher werdenden ſetzen. Es mag allgemein 
die Potenz im erſten Gllede jede beliebige ſeyn, die 


in den folgenden Gliedern durch beſtaͤndiges Hinzu⸗ 


kommen einer unabänderlichen, übrigens willführlichen 
zweyten Größe ſich erzeugen, kuͤrzer die Exponenten 
der Potenzen moͤgen irgend eine arithmetiſche Pro⸗ 
greſſion darſtellen. In Zeichen: der Ausdruck mag 
die Geſtalt ax bx hd ex T . . hoben, 
wobey z und d nach Belieben ganz oder gebrochen, 
pofitio oder negativ ſeyn darf. Iſt nur dleſe Geſtalt 
für alle Factoren die nemliche, fo erhaͤlt ſich, mit 
einer geringen Modification, die ganze vorige Regel 
der Multiplication. Man ſondre in jedem der ge⸗ 
gebenen Ausdruͤcke die Potenz, welche er im 
erſten Gliede enthaͤlt, als Factor ab, multiplicire alle 
Glieder mit der Potenz, welche im zweyten Gliede 
geblieben war, verguͤte aber dieſe Multiplication durch 
Diviſion an dem vorher abgeſonderten Factor. In 
Zeichen: man verwandle ax A bx X T2. 
in x (ax bx ＋ cx 35. .) Alsdann pe 
ſcheinen die Grade der Potenzen, die in den Gliedern 
des aus Theilen zuſammengeſetzten Factors liegen, als 


ſucceſſive Vielfache derjenigen, welche der erſte Theil 
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enthalt, fo daß, wenn man die letztere für den Aus 
genblick als eine einfache Hauptgröße anſehn, in 
Zeichen xv Su ſetzen wollte, jeder von den complexen 
Foctoren, für ſich betrachtet, in die anfängliche Grund⸗ 
form, au+bu? cus. . zurückfallen wuͤrde. Für 
das Product aus ſolchen Factoren aber haben wir die 
vollftändige Regel entwickelt. Man braucht alſo nur 
dieſe Regel beyzubehalten, in ihrem Reſultate fuͤr die 
einſtweilig eingeſuͤhrte Hauptgroͤße deren anfaͤnglichen 
Werth wieder zuruͤckzuſetzen, u=x?, und die Glieder 
des Produets mit den aus den Factoren anfangs abge⸗ 
ſonderten Potenzen der Hauptgroͤße zuletzt noch ſaͤmmt⸗ 
lich zu multlplleiren. So entſpringt folgende allge: 
meine Regel. Das Product mehrerer Ausdruͤcke, die 
von einer beliebigen Potenz der Hauptgroͤße ausgehn, 
und in denen die Exponenten nach derſelben arithmeti⸗ 
ſchen Progreſſion fortlaufen, iſt ein Ausdruck, in welchem 
das erſte Glied die Summe aller der Exponenten, 
die in den erflen Gliedern der Factoren vorkommen, 
als den ſeinigen enthaͤlt; in welchem die folgenden Ex⸗ 
ponenten nach der naͤmlichen Progreſſion, wie dle in 
den Factoren forſchreiten; in welchem endlich die Coef⸗ 
ficienten Inbegriffe von Variatlonsformen ſeyn werden, 
deren Grad die Zahl der gegebenen Factoren, deren 
Summe eben Hate Zahl, durch die des Gliedes wozu 
fe gehören follen, vermehrt, ausdrucken wird. Es ver⸗ 
ſteht ſich, daß die fueceffiven Coeffleienten der Factoren 
die Elementen⸗Reihen darſtellen, woraus D Varia⸗ 
tionsſormen bilden; daß die durch ſie angedeuteten reel⸗ 


len Elemente mit einander multiplicirt, die Producte 
ſelbſt aber durch Addition verbunden werden müffen, 

In Zeichen. Wenn mehrere Reihen, wie 

ax ＋ bre FY / 

` a enk, A g gegeben ſind, ſo wird 

Ax Y ＋ BxT. 

ihr Product mit x Ce Hr.) anheben, und im 

‚ten Gliede nach dem anfaͤnglichen X C TEE. gr? 

enthalten. Iſt m die Zahl der vorhandenen Factoren, 

fo wird r C der Coeffielent des 1ten Glledes ſeyn. 

Die allgemeinſte Form des polynomiſchen Satzes fuͤr 
ganze poſitloe Exponenten iſt ein beſonderer Fall dieſer 
allgemeinen Regel, und kann, ihr gemaͤß, ſo in Zeichen 
ausgedruckt werden: (ax: Eb I EX F271 . ) 
pn Cxem pm emt, Epmikrcgemskr, 
wobey ſich das Zeichen C auf die Coefflelenten a, b, o, 
als Elemente bezieht. 

Haben die Factoren, deren Product berechnet wer: 
den ſoll, die einfache Geſtalt, welche anfangs der 
Grundform fuͤr die allgemeine Arithmetik beygelegt iſt, 
a bx dxs . , ſo erhellet aus der 
vorigen Regel, daß ihr Produet genau dieſelbe Geſtalt 
befigen werde, A BX CXA D XN, und das 
die Coefficlenten deſſelben Variationsſormen aus denen 
der Factoren ſeyn werden, zu einer Summe gehoͤrig, 
welche ſich findet, wenn man die Zahl der gegebenen 
Factoren, und die des Sieg kat Im 
fammen addirt. 
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Die beſchwerlichſte Arbelt tritt ohne Zweifel als⸗ 
dann bey der Multlplication ein, wenn dle zuſammen⸗ 
geſetzten Factoren, woraus ein Product gebildet werden 
ſoll, in Abſicht auf die Exponenten der in ihren ein⸗ 
zelnen Gliedern vorkommenden Potenzen ungleichfoͤrmigen 
Bau beſitzen. Sind die Progreſſionen diefer Erponen⸗ 
ten in den verſchiedenen Factoren gaͤnzlich verſchieden, ſo 
iſt an keine Vereinigung der Partlalproducte, welche die 
Multiplication geben wird, im Allgemeinen zu denken. 
Iſt aber die Progreſſion der Erponenten in allen Factoren 
diefelbe, und fehlen nur hin und wieder einzelne Glieder 
dieſes oder jenes Ranges in ihnen, ſo bleibt es zwar 
im Allgemeinen bey den vorlgen Regeln. Aber es 
wuͤrde eine  überflüffige Weltläͤuftigkeit geben, wenn 
man das Product zuerſt ſo berechnen wollte, als wenn 
alle feine Factoren in gaͤnzlicher Vollſtaͤndigkeit ihrer 
einzelnen gleich hohen Glieder vorhanden waͤren; zu⸗ 
letzt wieder weglaſſend, was als nicht vorhanden onge, 
ſehn werden dürfte, weil eins oder das andre der Ele⸗ 
mente, woraus es ſich zuſammenſetzen ſollte, als = o 
betrachtet werden muͤßte. Es entſteht alſo die Frage, 
ob ſich nicht aus mehreren gegebenen Reihen, deren 
jede einen beſondren Index erfordert, weil in ihr Ele⸗ 
mente fehlen oder vorhanden ſind, dle in andern vor⸗ 
kommen oder vermißt werden, alle möglichen Varla⸗ 
tionsfornien zu elner Beliebig vorgeſchrlebenen Summe 
bilden laſſen? Man kann dieſe Formen entweder Inder, 
pendent, oder durch Recurſion finden. Im erften Falle 
wuͤrde man genoͤthigt ſeyn, vorausgeſetzt daß die Va⸗ 
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rlationsformen unter einander geſchrieben werden, über 
jede Stelle die Elemente der Reihe, woraus dieſe 
Stelle beſetzt werden Tel, vertlcal über einander zu 
ſetzen. Uebrigens wuͤrden die Regeln für die Ableitung 
der einzelnen Formen die vorigen bleiben; es mußte 
bloß noch die Bedingung, nur ſolche Elemente in eine 
Stelle zu ſetzen, die ſich in der Reihe der über dieſer 
Stelle ſtehenden fänden, hinzugefuͤgt werden c). Unter 


c) Sollte von den Factoren 
* — 3x2 ＋ 5K — 2R˙ 
ax ＋ AX — G 
3* 8X ＋ 21 ＋3 * 
das Product berechnet, und zu dem Gliede, welches 
ai enthalten wuͤrde, der Coefficient geſucht werden, 
0 ES bie combinatoriſche Andeutung deſſelben, 


a 1 dain, Um alle Variations formen zur Summe 
10 aus den gegebenen Coefficienten als Elemen⸗ 
ten zu erhalten, bezeichnete man die des erſten 
Factors 1, 3, 5, 2; die des zweyten 2,4, — 6; 
mit 1, 2, 4, 6 mit 1, 3, 5 
die des dritten 3, 8, 2, 3, und bekaͤme alsdann 
mit 1, 4, 5, 6 
für die independente Ableitung der geforderten Ba: ` 
ane zur ‚Summe 10 folgendes Schema: 
„ie 
db 
_—_— Bw rt 


\ 


3 
1 


KÉN | 
1306 Sg 
5 |; 1 05 (8) 
(39.4.2 = Pi 
4115| 5.2.2 = 2 
6% geb) 2 
00311 2). 4 73 — 224. 


S Summe — ＋ 80 — 138 2-68 
Milhin das verlangte Glied des Products 68x" 


€ 
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den recurritenden Methoden, die ſich für die Abfeirung 
der Varlatlonsformen bey dieſen Umſtaͤnden angeben 
lleßen, iſt für die wuͤrkliche Berechnung keine brauch⸗ 
bar, als die, welche ſich in dem gemeinen Multiplica⸗ 
tionsverfahren von ſelbſt beobachtet findet, deren Regel 
alſo noch beſonders zu entwickeln ſehr über ig ee 
würde, 

Die allgemeine Regel für die Beſtimmung der 
Geſtalt, welche das Product aus bellebig angenom⸗ 
menen zuſammengeſetzten Factoren annehmen muß, 
laͤßt inſofern eine Umkehrung zu, als man in den Fall 
kommen kann, für jede willkuͤhrich angenommene 
Potenz der Hauptgroͤße zu fragen, in dem wievielſten 
Gliede der Products fie erſcheinen werde. Man ziehe 
den Grad des Potenz, welchen das Anfangsglled des 
Products enthalten muß, von dem jener angenom⸗ 
menen ab; der Reſt, durch die Differenz der in den 
Exponenten der ſucceſſiven Glieder von den Factoren 
herrſchenden arithmetiſchen Progreſſion dividirt, gibt 
die verlangte Zahl des problematiſch angenommenen 
Glledes. 5 

Es verdient, als eine, in manchen Faͤllen brauch⸗ 
bare, in den vorhin entwickelten beſtimmten Regeln 
enthaltene, allgemeine Bemerkung noch beſonders her⸗ 
vorgehoben zu werden, daß bey einem Producte aus 
mehreren regelmäßigen Formen, der Coefficient jedes 
Gliedes zwar allerdings aus den Coefficienten meh» 
erer, in den Factoren liegender Glieder zuſammen⸗ 
geſetzt wird, aber daß zu feiner Bildung nur ſovlele 


— 
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von den erflen Coefflcienten der Factoren beytragen 
koͤnnen, als ſeine eigne Zahl Einheiten enthält, Dieſe 
Bemerkung iſt unter andern in allen den Faͤllen von 
Erheblichkeit, wo man durch anderweltige Entwicklung 
die Factoren erſt ableiten maß, aus denen ein Product 
erzeugt werden ſoll, weil vermoͤge ihrer vorgeſchrleben 
wird, wie weit man in der Entwickelung der Factoten 
zu gehn braucht, wenn die Zahl der Glieder beſtimmt 
iſt, welche für. das Product berechnet werden ſollen. 
In dem beſonderen Falle gleicher Factoren, bleibt im 
Allgemeinen dieſelbe Regel, aber fie kaun noch genauer 
bedingt werden, vorzuͤglich alsdann, wenn die gege⸗ 
bene Form nicht mit einem befiimmten Gllede ab» 
bricht. Wird eine, unbeſtimmt ſortſchreltende, Form, 
auf die Potenz eines ganzen poſitiven Exponenten 
erhoben, fo. bildet ſich jeder Coefficient des Reſultats 
aus eben, fo. vielem von den erſten Coefficlenten der 
gegebenen Form, als ſeine Zahl Einheiten hat; der 
erſte Coeſſicient der Potenz aus dem erſten der Grund⸗ 
form, der zweyte aus den beyden erſten ebenderſelben, 
der dritte aus den drey erſten, und ſo ſort. Dabey 
darf man ferner behaupten, daß jeder Coefficient der 
Grundform, wo er zum erſten Male bey der Ber 
rechnung von den Gliedern erſcheint, nur in einem 
einzigen Producte, und in ihm nur auf die erſte 
Potenz erhoben, auftreten koͤnne. Dies erhellet aus 
der Natur des combinatorifchen Verfahrens, wodurch 
ſich aus den Coefficienten der gegebenen Grundform, 
als Elementen, die Coefficienten der Potenz erzeugen, 
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Sie ſind Inbegriffe aller Cembinationsformen, zu der 
Summe gehörig, welche die Zahl des gefoberren 
Gliedes, durch den Grad der verlangten Potenz ver⸗ 
größere, vorſchreibt, und in die Cloſſe fallend, welche 
der Grad der vorgeſchrlebenen Potenz anzeigt. Nun 
aber wird die niedrigſte Form eines ſolchen Inbegriffs 
erhalten, wenn man alle vorhandenen Stellen mit dem 
erſten Elemente beſetzt, und nur in die allerletzte 
Stelle dasjenige Element bringt, deſſen Zahl zu der 
von jenen gerechnet, die gefoderte Summe voll macht. 
Alle übrigen Höheren Formen, weil fie in fruheren 
Stellen Hoͤheres enthalten muͤſſen, koͤnnen in der 
letzten Stelle Fein fo hohes Element befigen, als die 
niedrigfte Form in ſich ſchloß, und es iſt unmoglich, 
daß eben dieſes Element in einer früheren Stelle wieder 
erſcheine, well es ſonſt, den Regeln des Combinirens zu 
Folge, auch in allen ſpaͤteren Stellen ſtehen muͤßte, 
welches eine, über die vorgeſchrlebene Summe weit Ein, 
ausgehende, erzeugen wuͤrde. In Zeichen: Wenn 


* H 3 a D 

fax" Aaf Ta #09, age Feind An 

berechnet werden ſoll, fo bildet ſich der Coefficlent des 
“4 £ ! 7 

| viet un im Reſultat aus a; der des zweyten 

aus a und d allgemein, ber M vm aus allen Coeffle & 


denten von a an hinab bis e Und zwar kommt in 
allen den Producten, woraus der Goefficient des 


N T 
Eë Gliedes entſteht, nur eins vor, in welchem a ent: 
halten iſt, alle übrigen’ find aus nlebelgeren Coeffl⸗ 
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elenten der Grundform zuſammengeſetzt. Dieſes eine 
Product, wenn es beſtimmt dargeſtellt werden ſoll, 
iſt, mit ſeiner gebuͤhrenden Permutotionszahl verſehn, 


, wobey ſich von ſelbſt verſteht, daß fuͤr 
rz die vorgeſetzte Permutationszahl wegfallen wird. 
Der Gebrauch dieſes Sahes wird ſich im Folgenden 
zeigen. 


Siebentes Kapitel. 5 
Diviſion zuſammengeſetzter Formen. An⸗ 
wendung der dabey gebrauchten Methode 
zur Summirung gleich hoher Potenzen von 
allen Wurzeln einer unaufgeloͤsten Gleichung. 


Auf eben die Art, wie wir in den vorhergehenden 
„Betrachtungen für die Multiplicationen von Formen, 
die nach Potenzen einer beliebigen Hduptgroͤße gleich⸗ 
mäßig fortſchreiten, allgemeine Regeln gefunden haben, 
welche es moͤglich machen, jedes einzelne Glied des 
Products, dem allgemeinen Geſetze feiner Bildung ges 
maͤß, zu beſtimmen, muß Dé auch bey der Diviſion 
ähnlicher Formen, für jedes Glied des dadurch entſte⸗ 
henden Quotienten und übrig bleibenden Reſtes, eine 
allgemeine Regel der Entwicklung ‚finden laſſen. 


Aber es llegt in der Natur des Sache, daß der 
Gang der Unterſuchung bier anders ausfallen wird, 
als dort. Die Multiplication iſt eine urſpruͤngliche 
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zuſammenſetzende Operation, die Divifion hingegen 
wird als das Umgekehrte von ihr, mithin ſchon als 
abgeleitet gedacht. Die Definition des Quotienten 
lautet bekanntlich: er iſt eine Sch. deren Product mit 
dem ODlviſor, den Dividendus- ſelbſt wieder geben muß. 
Wir brauchen nur dieſe Deſinitlon in Zeichen aus⸗ 
gedrückt dorzuſtellen, um die Art zu (ier: wie fie 
uns zur Auflöfung führen wird. S 

Daß der Quotient zweyer nach Potenzen der naͤm⸗ 
lichen Hauptgroͤße auf gleiche Weiſe fortſchreitenden For⸗ 
men, eine dritte, eben fo, wie ſie, gebildet ſeyn werde, 
darf man gewiß nicht annehmen, denn es kann nur in 
ſeltnen Fällen (Gert finden. Faßt man hingegen die 
Frage ſo: ob es nicht eine, bis zu einem beſtimmten 
Grade auſſteigende, Form geben könne, deren Product 
mit dem Divifor, bis zu eben dieſem Grade hinauf, 
voͤllig identiſch mit dem Dividend werden muͤßte, 
ſo ſteht ihrer Beantwortung keine Schwierigkeit entgegen. 

Man nehme unbeſtimmt eine ſolche Form ols Don 
gefunden an, wobey alſo für die Coefficienten ihrer 
einzelnen Glieder unbeſtimmte Zeichen gebraucht wer: 
den müſſen, berechne ihr Produet mit dem Divlſor, 
und ſetze es als identiſch mit dem Dividend. Eine ſolche 
Identitaͤt zweyer Formen ſodert gaͤnzliche Uebereinſtim⸗ 
mung aller gleich hohen Glieder, alſo namentlich der 
Coefficienten, die in dieſen beyden vorhanden Dap, 
Man wird ſolcher Gleichungen ſo vlele bekommen, als 
die Form, welche man für den Quotienten angenommen 
batte, Glieder enthalt, das Heißt fo viele, als man in 


J 2 
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ihr Coeffielenten vorläufig fingirt hatte. Sieht man 
alſo dieſe Coefficienten als unbekannte Größen an, fo 
hat man eben ſo viele Gleichungen, als unbekannte 


Größen vorhanden find; es iſt folglich die Möglichkeit 


gegeben, jede derſelben zu beſtimmen. 
Um die. nähere Entwickelung der durch das oben 


Geſagte vorläufig angedeuteten Unterſuchung mit der 


gehoͤrigen Einfachheit zu beginnen, wollen wir von 
dem Falle ausgehn, wo der Dividend die Einheit, 
der Diviſor hingegen eine regelmaͤßige, ins Unbe⸗ 
ſtimmte fortſchreitende Form iſt. Kann man für 
dieſen Fall den Quotlenten finden, ſo bedarf es nur 


elner Multiplicatlon deſſelben mit der Form, die man 


nachher, bey einer allgemeineren Vorausſetzung, als 
Dividend angenommen haben moͤgte. Wir wollen 


ſerner das erſte Glied des Divkfors die Einheit ſeyn 


laſſen, den Eoefticienten der folgenden ſaͤmtlich das — 
Zeichen beylegen. Alle dieſe Eoefficienten moͤgen durch 
den nemlichen Buchſtoaben, dem aber die Zahl 
eines jeden als Index uͤbergeſetzt wird, ihre Ans 
deutung erhalten. In Zeichen alſo: es ſoll der 
Quotient 1 5 entwickelt werden. 


D 


* AA , 
ET d E gt eg E 
Den vorhin angedeuteten Weg betretend, nehmen 


wir eine ähnlich gebaute Form von unbeſtimmtem 
Grade, mit noch unbekannten, aber vorlaͤuſig fingirten 


Zanen an: 


55 Est I Az „ Ax 
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Wir berechnen, bis zu eben dem Grade, das 
Product aus ihr und dem Diviſor, um es dem 
Dividend identiſch zu ſetzen. Das Product aus 
zwey ſolchen . iz ZE: 

ı-+ Ae . . Ast . Axt, 
BE ne D BER 1 
iſt leicht gefunden. Sein Anfangsglled iſt 1, es 
ſchreltet in den folgenden regelmaͤßig nach Potenzen 
von x fort. Der Coefficient irgend eines ſolgenden 
Gliedes wird gefunden, wenn man alle Coefflelenten i 
der oberen Reihe, von dem an, deſſen Zahl ſo hoch 
iſt als die des verlangten Glledes, bis zu dem des 
Anfangsgliedes hinab, ſetzt, und zu jedem von ihnen 
einen der unteren Reihe, deſſen Zahl mit der ſeinigen 
die des verlangten Gliedes ausmacht, multiplicirend 
W In SS das Product (8 ` 
Héi SEN 
1 + 9 7541 0 5 A, 
— a ai Le bé Ke 


Kee 


Ar 
Nun aber war der Dividend, welchem dleſes Product 
in allen ſeinen, bis zu einem beliebigen Grade berech⸗ 
neten Glledern, identiſch ſeyn folk, ſelbſt nur r. Soll 
alfo die gefoderte Identltaͤt herauskommen, fo muß, 
well ſchon das Anfangsglied unſres Products gleiche 
falls 1 iſt, jedes der nachfolgenden in der That nichts 


..... e, tie 


Kleed, Zeg 


— 
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—— 
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ſeyn, das heit, o zum Coefficienten haben. Und 
eben indem wir allmaͤlig jeden dieſer Eoefficienten 
nehmen, um ihn = o zu ſetzen, ſragend. wie die fin» 
girten Coefficienten beſtimmt werden muͤſſen, damit 


jene Vorausſetzung beſtehn konne, findet ſich jeder von 


die ſen letzten auf eine leichte und unzweydeutige Weiſe. 
Denn es iſt aus den Geſetzen der Multiplication 
bekannt, daß zu jedem Coefficlenten eines Produets 
nur fo viele von den erſten Cos fficienten jedes Factors 
beytragen, als deſſen Zahl Einheiten enthalt. Im 


erſten Cocffielenten nach dem Anfangsgliede CR e 


ſcheint nur der erſte des fingirten Quotienten; dieſer 


beſtimmt Do alfo, wenn man jenen Do ſetzt: A—a=o 
gibt A 4. Im zweyten Coefficlenten des Products 
liegen nur die beyden erſten des fingirten Quotlenten; 
von ihnen iſt der erſte ſchon gefunden, ſetzt man alfo 
e Ganze = u fo BER. ſich Be 85 zweyte: aus 


1 1 


A — 4 A SE folge ko = s A —— e Allgemein, 
in jedem Coefficienten des Produets liegen fo viele von 
den erften Coefficjenten des fingirten Quotlenten, als 


ſeine Zahl Einheiten enthalt, fo daß der hoͤchſte ganz 


allein in einem befondren Gliede ſteht, jeder der andern 


mit einem, aus den Coeſſicienten des Divifors her: 


genommenen, Factor, ein a Glied der ganzen 
21 Sa Tä 

Sufammenfegung ausmacht: A — a A — a A 

11 1 V 


— A A — 4. U FR: man alfo das Ganze = = fo 
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bekommt man eine Gleichung, vermoͤge deren, durch 
Trans poſitlon aller Glieder außer dem anfaͤnglichen, 
der hoͤchſte der fingirten Coefficienten beſtimmt werden 
kann, vorausgeſetzt, daß die Er der vorhergehen⸗ 


den 1 5 fruͤher gefunden ſind: A 2 Ss 2 1 K A. 
a A ck ` Lk 
Diueſe Regel, e dere ſich aus den fruͤheren 
Coefficienten des Quotienten die ſucceſſiv folgenden | 
ableiten, iſt ſehr einfach, und kann fogleic folgender: 
maßen ausgeſprochen werden. Mon ſetze die ſchon 
gefundenen Coeffielenten des Quotienten, auch den des 
Anfangsglledes, 1, mitgenommen, in umgekehrter 
natürlicher Ordnung, füge. ihnen die des Diviſors, 
ohne das — Zeichen, welches fie in ihm führen, (den 
anfänglichen, welcher 1 iſt, nicht mitgerechnet) in 
natürlicher Ordnung als Factoren bey, und addire alle 
tiefe Producte, fo. erhält man den geſuchten naͤchſi hoͤhe⸗ 
ren Coefficienten. Will man die ſucceſſiven Glieder 
des Quotienten nach der Reihe erhalten, ſo iſt es 
nicht moͤglich eine kuͤrzere und bequemere ech der 


Rechnung als viele, zu geben 40 


d) Es iſt leicht, dieſes Diviſt TE auf einen 
einfachen Mechanismus zu bringen. Man ſetze 

3. E. die allmaͤlig hervorgehenden Coefficienten des 

7 Quotienten in eiue Hauptreihe vertical unter ein⸗ 
ander. Zur Linken ſetze man, von unten anfan⸗ 
gend, die folgenden Coefficienten des Diviſors in na⸗ 
tuͤrlicher Ordnung neben den Gliedern jener Haupt⸗ 
reihe herauf; bilde alle Producte aus dieſen hori⸗ 


Der Verlauf dieſer Unterſuchung iſt beſonders 
darum Kg merkwürdig, weil fie uns das erſte Bey⸗ 
. 
dontaf nebeneinander ſtehenden Zahfenpaaren, ſetze 
ſie zur Rechten der Hauptreihe neben die Stelle 
des folgenden Coeffieienten horizontal neben einander, 
und addire ſie; ihre Summe iſt der geſuchte fol⸗ 
gende Coefficient. So erhielte z. E. die Rechnung, 
wodurch die 5 erſten ien des Quotienten aus 
1 
Er REITER 
gendes Stau 


Et er werden, fols 


| 


93,8% f 
3, 5,2 i 2 
5, 91 4 5 
al 2 18103 
62 45 64 


Es waͤre adele. I ax 497 1444 171 ＋. 
Noch bequemer und einfacher würde das Verfahren, 
wenn man ein für allemal die Coefficienten des 
Diviſors in natürlicher Ordnung auf ein beſondres 
Blatt ſchreiben, und daſſelbe bey jeder neuen Ope⸗ 
ration an der Columne der Iden gefundenen Coeffi⸗ 
cieuten des Quotienten nur eine Stelle weiter hin⸗ 
- unterſchieben wollte. Die zu fummirenden Producte 
konnten auch in Verticalreihen, fo daß fie ihren 
Factoren zur Seite geſtellt wuͤrden, neben einander 
zu ſtehn kommen, ſo daß alsdann, vielleicht noch 
bequemer wie vorhin, das Schema der Rechnung, 
wobey die verſchiebbare Verticalreihe der Coefficien⸗ 
ten dieſes Diviſors in ihrer letzten Lage dargeſtellt 
werden mag, folgendes ſeyn wuͤrde 
4 N 2 5 3 4 


N 3, 410 6 
ER 9 8 85 

2 31 311. 

117 117 
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ſpiel eines Verfahrens darbietet, zu welchem ſich dle 
Aunalyſis allenthalben genoͤthigt Debt, wo ihr Opera. 
tionen vorgeſchrieben werden; welche das Umgekehrte 
von andern directen und urſpruͤnglichen ſind. Sie 
muß alsdann jedesmal, ſo wie hier, das Geſuchte als 
ſchon geſunden annehmen, es in directe Rechnungen 
verflechten, und ruͤckwaͤrts, durch Gleichſetzung des 
daraus Entſtandenen mit bekannten Formen, Gleſchun⸗ 
gen gewinnen, aus denen das Angenommene beſtimmt 
werden kann. Alsdann aber entſtehn jedesmahl og: 
liche Beziehungen, mie Ge ſich vorhin ergaben. Die. 
Coefficienten der Form, welche das Reſultat der 
Rechnung ſeyn ſoll, werden nicht urſpruͤnglich und 
independent aus denen der gegebenen Formen aus⸗ 
gedruckt erſchelnen; man wird nur Gleichungen, in 
denen fie mit ſich und den gegebenen Größen ver⸗ 
miſcht vorkommen, erhalten, und in dieſen ein Mittel 
finden, durch Hülfe früherer unter Delen Coeſſicienten, 
allmaͤlig folgende hoͤhere zu berechnen. Mit Recht 
nennt man dieſes Verfahren recurrirende Beſtim⸗ 
mung. Wir werden eine ſolche bey den nachſolgenden 


Dabey hätte man die Bequemlichkeit, wenn die Pros 
ducte, welche zu einer Summe gehoͤren, verſchie⸗ 
dene Zeichen haben ſollten, ſtatt einer Verticalreihe 
deren zwey, nebeneinander und zuſammengehdͤrig 
eine Or die poſitiven, die andre für die negativen 
Producte anlegen, und ſo die Summe von allen 
leichter erhalten zu koͤnnen, 
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Unterſuchungen in unendlich mannichſaltigen ët, 
ten wiederfinden e). 

Aber die bey der Diviſion beabſichtigte Unter⸗ 
ee durch dleſes recurrirende Verfahren keines. 
weges beendigt; den Foderungen der Theorie iſt nicht 
eher Genuͤge geleiſtet, als bis wir für jedes einzelne 
Glied des Quotienten in deutlichen Begriffen anzu⸗ 
geben vermögen, aus was für Gliedern des Dlvidends 
und Divifor’s, und auf welche Art aus ihnen es ſich 
zuſammenſetze. Der independente Ausdruck für jedes 
Glied eines geſuchten Reſultats iſt immer der hoͤchſte 
Zweck der nete ſey es auch, daß fe ſich bey der 


e) Der gewöhnliche analytiſche Sprachgebrauch nennt 
im Allgemeinen eine Reihe recurrirend, wenn nach 
einem beſtimmten Geſetze jeder folgende ihrer Coef⸗ 

ficienten aus vorhergehenden berechnet werden kann. 
Er ſcheint dabey nur den ſehr ſpeciellen Fall der 
Diviſion vor Augen gehabt zu haben, indem er 
unbedingt annimmt, daß dieſes Geſetz jedesmal 
darauf zuruͤckkommen muͤſſe, daß mit gewiſſen, der 
Ordnung und Größe nach unabaͤnderlich beſtimmten 
Factoren, deren Reihe die Recurfionsfcale genannt 
zu werden pflegt, die vorhergehenden Coefficienten 
in umgefehrter Ordnung multiplicirt werden, damit 
die Summe dieſer Producte den nachfolgenden gebe. 
Es iſt offenbar unſchicklich, die Reihe ſelbſt re⸗ 
currirend zu nennen, weil zufälig ihre Coeffi⸗ 
cienten durch Recurſion beſtimmt werden; die Idee 
der Recurſionsſcale paßt nur auf einen individuellen 
Fall der möglichen Beziehung von Coefficienten, die 
derſelben Reihe angehören; wir wollen uns alfe 
dieſer Terminologie im Folgenden enthalten. 


| 


| 
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Berechnung aller Glleder mit großem Vortheil ng 
je Recurſtonen unter ihnen bediene. 


Die jetzt noch zu löſende Aufgabe wuͤrde ſo im 
Allgemeinen gefaßt werden fönnen. Man hat gege⸗ 


bene Groͤßen oder Elemente. Es iſt von andern die 
Rede, welche ſucceſſive Verbindungen aus ihnen in 


ſich ſchließen. Man kennt dieſe andern ſelbſt noch 


nicht, aber man hat eine allgemeine Regel, vermöge 


deren die Art, wie jede hohere von ihnen durch 
beſtimmte Verbindung der gegebenen Elemente mlt 
den vorhergehenden niedrigeren aus dieſen gebildet 
werden kann, vorgezeichnet iſt. Man ſucht daraus 


‚eine independente Idee ihrer Zuſammenſetzung aus 


jenen gegebenen Elementen. Die Beantwortung der 


Frage kann nur auf combinatoriſchem Wege gelingen. 


Jede combinatoriſche Operation Topert gewiſſe Zus 


ſammenſtellungen aus gegebenen Elementen. Sie kann 


auf independentem Wege vollzogen werden; ſie kann 
aber auch recurrirend, ſo daß man aus niedrigeren 
oder fruͤheren Verbindungen, Elemente anſuͤgend oder 
vertauſchend zu Höheren ſortſchreitet, zu Stande 
kommen. Sobald es ſich alſo bey der recurrirenden 
Bildung gewiſſer Groͤßen durch Hinzufuͤgen gegebener 


Elemente findet, daß man dabey genau nach derſelben 


Ordnung und Regel verfaͤhrt, wie bey der Bildung 


gewiſſer höherer combinatoriſcher Formen⸗Inbegriffe aus 


andern niebrigern, fo hat man entdeckt was man ſuchte. 
Jene Größen find alsdann ſelbſt, in Abſicht auf ihre 
Entſtehung aus den gegebenen Elementen, nichts 
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onders als eben ſolche combinatorlſche Formen: Snbegeiffe, 
aus bieten Elementen gebildet. rech 
Die Anwendung diefer allgemeinen formalen Regel 
auf den vorliegenden Fall bey der Divifion iſt leicht. 
Das Bilden von Varlationsſormen zu beſtimmten 
Summen, wenn man in groͤßter Allgemeinheit, ohne 
auf Unterſchied in Abſicht auf Claſſen zu ſehn, alle 
diejenigen verlangt, welche der nemlichen Summe 
angehoͤren, bietet ſich augenblicklich dar. Wenn man 
alle Variatlonsſormen zu den ſucceſſiven nledrigern 
Summen ſchon hat, und aus ihnen, alle die der naͤchſi⸗ 
hoͤheren Summe angehören, ableiten will, ſo ſetzt 
mon jedem Inbegriff, der einer gewiſſen Summe 
angehoͤrt, das Element bey, welches ſeine Summe 
zu der neuen gefoderten ergaͤnzt, und füge zuletzt 
noch allen dieſen Verbindungen das Element, als eine 
beſondre Form, zu, deſſen Zahl fuͤr ſich eben die 
Summe ausmacht. In Zeichen; wenn d S 25 
gegebene Elemente; V, 1 V.. . 2 v, 1 V, Jabe⸗ 
geiſſe aller moͤglichen Variatlonsſormen zur Summe 
r, E 5 (reg Ss bedeuten ſo iſt 

Vz ar- „ Me 
Offenbar d ſtimmt dieſe Regel der Recurſion fo ` 
unbedingt mit der unter den Coefficlenten unſres 
Wan 


11—T 2 r-2 


A SAAT aA : reg AAA a, daß ſich 
dle Behauptung von felbft rechtfertigt: die Coefflelenten 
| des Quotienten find nichts anders als Variationsfor⸗ 
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men aus den gegebenen Elementen, zu der Summe 
gehörig, welche die, Zahl des jedesmallgen Coefſicienten 
ſelbſt ausdruͤckt. 


D 


WË "ën 
Sollen alfofür den Quotlenten — = © nm 
1 ax — ax N. . — ax. 


welcher eine, nach Potenzen der nehmlichen Haupt- 
groͤße, genau wie der Diviſor, ſortſchreitende Form 


ee . . Axt, „ſeyn wird, die Coeffi⸗ 
cienten gefunden werden, fo nehme man die Coefficien- 
ten des Divifors, in ihrer naturlichen Ordnung, aber 
mit umgekehrten Zeichen, als Elemente, und bilde aus 
ihnen Bariationsformen zu beflimmten Summen, ohne 
Rüͤckſicht auf Claſſen⸗-Unterſchlede. Jeder Inbegriff 
folcher Formen, welcher einer gewiſſen Summe gehört, 
die einzelnen Formen als Producte gedacht und durch 
Addition verbunden, gibt einen Coeffieienten für. den 
Quotienten; die Summe, für weiche er berechnet war, 


ſtellt den Grad der Potenz von der Hauptgroͤße vor, 


womit er ſich als Factor verbinden wird. In Zeichen: 


J EV E 
I-ax-ax?-ax" 
wenn ſich das Zeichen V auf die Elemente? a, a, a. pe | 
Es iſt offenbar in dieſem Ausdrucke noch eine Ab: 
Fürzung moglich. Die Variatlonsſormen werden alle 


1 8 n 
aus einer einzigen Reihe von Elementen, a, a, a,, ges 
bildet. Sie ſollen, wenn man ſie tealifiee, als Pro⸗ 
duete gedacht werden. Alle Producte, die ſich bloß 
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durch abweichende Ordnung der nemlichen Factoren von 
elnander unterſcheiden, gelten gleich, und werden nur 
zuſammengezaͤhlt. Man braucht alſo bloß diejenigen 
Bariationsformen, welche durch verſchiedenen Inhalt 
ſich als verſchiedene zeigen, zu entwickeln, und, ſtatt 
jede von ihnen zu permutiren, bey jeder zu bemerken, 
wie oft fie wieder erſcheinen wuͤrde, wenn man alle 
moͤglichen Aenderungen der Folge unter ihren Elemen⸗ 
ten eintreten loſſen wollte. Das heißt kuͤrzer: man 
erzeuge aus den gegebenen Elementen, als unbedingt 
wiederholbar gedacht, alle moͤglichen Combinatlonsſor⸗ 
men, welche, ohne Ruͤckſicht auf Claſſen⸗Unterſchied, 
zu der nemlichen beſtimmten Summe gehoͤren, und 
füge, dieſe Formen aus den Elementen realifirend, 
jeder ihre eigne Verſetzungszahl bey; dadurch erhaͤlt 
man den Coefficlenten des Quotienten, welcher einer 
Potenz der Hauptgroͤße, von dem Grade, welchen jene 
beſtimmte Summe bezeichnet, zugehoͤrt. In Zelchen: 
{TS Hp p Cx. 
ı-ax!-ax?. . ax“ 
Tp'Cx u., wobey ſich das Zeichen 8 en die ums 


gekehrten Coefficienten des Diviſors 1 e ke S in ihrer 
natürlichen Ordnung bezieht 7). 
Quotient Ke E 
) Sollte z. E. von dem en au u ange 
das qte Glied berechnet SSES fo hätte man, 
vorausgeſetzt, daß die Elemente 1, 2, 3,4 
bedeuteten 2, 3, 3, A 
px“ zu berechnen. 5 
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Nachdem auf dieſe Weiſe das independente Grfeg 
für die Bildung des Quotienten völlig zur Deutlich keit 
erhoben iſt, kann auch von dem Reſte, welcher jedes⸗ 
mal, wenn man den Quotienten bis zu einem beſtimm⸗ 
ten Grade entwickelt hat, und alsdann abbricht, zum 
Vorſchein kommen wird, Recheuſchaft gegeben werden, 
und es muß geſchehn, well elne vollſtaͤndige Kenntnlß 
der Operation ihn ſo gut wle den Quotlenten zu be, 
greiſen hat. Seine Beſtimmung iſt leicht, aber fie 
ſetzt die des Quotienten zum Voraus. Der Reſt iſt 
der Unterſchled zwiſchen dem Dividend, und dem Pros 
ducte aus Diviſor und Quotlenten. Nun aber iſt die⸗ 
ſes Product bis zu dem Grade, zu welchem der Quo⸗ 
tient aufftelge, mit dem Dividend identiſch; man 
braucht alſo nur die Glieder deſſelben, welche uͤber 
dieſen Grad hinausgehn, zu berechnen, und, weil der 
Dioldend 1 Ift, mit umgekehrtem Zeichen zu nehmen, 
um den geſuchten Reſt zu erhalten. Die naͤhere Be⸗ 
ſtimmung des Reſts kommt alſo auf die Multlplication 
zweyer ſchon bekannten Formen an. Sie find 


1 2 D) 
der Divifor ILaxl- ax? ax 
ber Quotient 17 pIC p CT.. p CAN 


Nun giebt p C folgende W 


realiſirt 
4 4 
2. 13 12 
22 25 
3.112 60 
11II 16 


117 
Es waͤre alſo das verlangte Ate Glied 117 R * 


\ 
* 


rk : 
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wobey nur die Bemerkung ſeſtgehalten werden muß, 
doß der eine Factor, der Diviſor, im Allgemeinen als 


undeſtimmt fortloufend gedacht wird, während der andre 


ols abbrechend mit einem Glicde von bellebig gewählt. 
tem, beſtimmten Range, angeſehn werden fell, 


Die Bildung elnes ſolchen Products geſchieht nach 
den bekannten Regeln der Multlplication, und jedes 
beliebige Glied deſſelben kann erhalten werden, indem 
man alle Coeffielanten des elnen Facters, hier am 
bequemſten des abbrechenden, von dem hoͤchſten an, 
ſetzt, um mit jedem derſelben einen Coefficienten des 
andern Factors durch Multiplication zu verbinden, 
und zwar denjenigen, deſſen Zahl, mit der des erſten 
Coefficienten vereinigt, den Grad der Potenz bervor: 
bringt, welche in dem gefoderten Gliede von der 
Hauptgroͤße vorkommen ſoll. In Zeichen: das rie würk. 
liche Glied des Reſtes, bey einem Quotienten, der 
ſchon bis auf den nien Grad entwickelt iſt, welcher 
folglich die Potenz X W enthalten e hat zum 


D dra nr FR 


(pr East: 1 ERBE, PC: a). 
Dabey verſteht es ſich von ſelbſt, daß alle die Pro⸗ 
duete wegfallen, in welchen Corfflelenten des Diviſors, 
höher an Zahl, ols die wirklich vorhandenen find, 
geſodert werden ſollten. Uebrigens ſetzt die Berech- 
nung des Reſtes eigentlich voraus, daß man dle 


Glieder des Quotlenten, bey welchem er nachgeblleben 


iſt, ſchon kenne, und es ließe ſich, wenn, wie vorhin 
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Geck 
der Quotient durch r + Axt + Ax .. . zb Aen 
ongedeutet wuͤrde, der Ausdruck für den Reſt auch 


mr mt ki 
fo geben, daß fein ‚te Glied — (a a ＋ Aa 
an Fraxngkrun kr nr? 
Aa ＋ AA I a.) x wäre Han wird unfehlbar die 


letzte Form waͤhlen, ſobald man eine vollſtändige 
Berechnung des ‚ganzen Reſtes machen will g). 


8) Wir haben in dem vorhergehenden Beyſpiele den 
1 
Quotienten aus . 


Zı42%-+9 S +31x? +117x* ++. gefunden, 
Wollte man ihn mit dem aten Gliede abbrechen, und 
nun nach dem Reſte fragen, fo wäre Ee ein 
Product der beyden Formen 
T+2x+9x?-31x2?-- 117x* 
Imst rt 
mit Weglaſſung aller Glieder, die unter der fünften 
Potenz blieben, berechnet, und mit umgekehrten 
Zeichen geſchrieben. Die gemeine Multiplication iſt 
das bequemſte Mittel dieſen Reſt vollſtaͤndig zu ere 
halten, ſie gibt, wenn man allmaͤlig mit jedem 
Gliede des Multiplicators, in alle diejenigen des 
Multiplicands, welche Produete vom Sten und Mä, 
heren Raͤngen hervorbringen koͤnnen, batter 
und die Zeichen umkehrt 


234ʃ* 
ec 7 
d "et 124 Kee 


5 714 75 368 
Einzelne Glieder des Neſts zu berechnen, moͤgte 
ſelten oder nie gefodert werden; es kommt auf ge⸗ 
meine Multiplication dabey einzig au. 
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Es lleßen ſich auch noch Unterſuchungen über bie 
Recurſion unter den Reſten anſtellen, die bey fue, 
ceſſiver Erweiterung der Form des Quotienten allmaͤ⸗ 
lig entſtehn. Sie führen auf das gemeine Diviſſons⸗ 
verfahren zuruͤck, und bedürfen eben deswegen keiner 
weiteren Entwicklung. 


Die Zahl der Glieder, welche der Reſt enthalten 
kann, haͤngt lediglich von der Zahl der Glieder ab, 
welche im Diviſor nach dem anfänglichen vorkommen. 
Das Product aus dem Dioiſor in den Quotienten 
hat zwar foviele Glieder nach dem anfänglichen, ole 
die Summe ihrer Rangzahlen andeutet. Aber alle 
diejenigen von den erſten Gliedern dieſes Products 
falten hier von ſelbſt weg, welche bis zu demſelben 


Range wie der eine Factor, (der Quotient), auſſteigen. 


Es konnen alſo nur ſovlele übrig bleiben, als der 
Rang des andern Factors (des Divifors) andeutet. 
Das heißt, jeder Reſt wird ſoviel Glieder haben, als 
der Diviſor deren nach feinem anfänglichen enthält. 


Alles bisher in Ruͤckſicht auf die Regeln des 
Dividirens Entwlickelte bezieht fi zwar nur auf den 
einfachen Fall eines Dividends, welcher lediglich 1 iſt, 


indeſſen gibt es von ibm aus einen ſehr leichten 
Uebergang zu der allgemeineren Annahme, wobey 


der Dividend gleichfalls als eine unbeſtimmt nach 
Potenzen der nehmlichen Hauptgroͤße, auf gleiche 
Weiſe wie der Diviſor, fortſchreitende Form gedacht 
werden ſoll, wo alſo, in Zeichen ausgedruͤckt der 
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b Aber 7 


8 
1—ax! — ax 2 ge e 
werden muß, 


Quotient: — gefunden 8 


Das reecurrirende Verfahren erleibet keine bedeu⸗ 
tende Veraͤnderung. Man fingirt den Quotlenten wie 


vorher: A + Ax + As ck Kafe, um das 
Product aus ihm in den Divifor bis zu dem Grade, 
welchen der Quotlent erreicht hat, dem Dividend gleich⸗ 
zuſezen. So bleibt alles, wie vorhin, nur den einen 
Umſtand abgerechnet, daß die einzelnen Glieder des 
Products, ſolange gleichhohe im Dividend vorhanden 
find, nicht = o, ſondern eben jenen im Dividend, 
die mit ihnen vom nehmlichen Range find gleichgefege 
werden muͤſſen. Wenn alfo vorher der allgemeine 
Ausdruck für jeden Coeffieienten des Products, deſſen 
Rang den des Quotlenten nicht überftieg ; 42 4 


a r 


424. g A So war, fo wird jetzt eben derſelbe ag 
ſeyn; die daraus fließende Regel für die Art, wie 
jeder folgende Coefficient in der Form des Quotlen⸗ 
ten, aus allen vorhergehenden berechnet werden kann, 
wird, nach vollzogener einfacher Tronspoſition ſeyn: 
A a be E 
` oli dle oben EE EH mechanlſche Regel für dle 
Berechnung der ſucceſſiven Coefficienten im Quotienten 
nur noch den Zuſatz: man addire zu den vorhin 
bezeichneten Producten aus den ſchon gefundenen 
8a 
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Coeffielenten in die des Diviſors, welche den Werth 
des naͤchſthoͤheren Coefficienten geben ſollen, am Ende 
noch den eben fo hohen Coeffielenten aus dem Dividend 


ſolange ein ſolcher in ihm vorhanden iſt. Der Mecha⸗ 


nismus der Berechnung wird dadurch weder geaͤndert 
noch erſchwert A) 


Was hingegen den independenten Ausdruck des 
Quetienten betrifft, fo hat er allerdings eine weſent 
uche Aenderung zu erleiden. Denn das Geſetz der 
Recurſion, welches nur unter den Coeffieienten des 
Ouotlenten ſtattfindet, hot aufgehoͤrt ſo einfach zu ſeyn, 
daß es auf eine ähnliche, wie fie bey Formen Abe» ` 


h) Will man hier ein Ähnliches mechaniſches Verfahren, 
wie bey der vorigen Recurſion gebrauchen, ſo laſſe 
man Alles wie es dort war, und ſchreibe nur die 
ſucceſſiven Coefficienten des Dividends an die Spitze 
der ſucceſſiven Product⸗Columnen, die allmaͤlig 
ſummirt werden ſollen. 

es ſey z. E. Ar +68" . 


1— 4x — 3x —- 72x — 2x* 


berechnen. a 
Nach dem erſten Schema geſchieht dies auf 
folgende Art , 
2, 7 Ze 4 | 
7,3, %% vas, 12 
3 4, 694, 56, 9 
4, 345%, 276, 42, 21 
1096/5, 1380, 207, 98, 6 
Es ſind alſo die 5 erſten Glieder des Quotienten 
3 ＋1AXT＋ 69 X ＋ 345 x ＋ 160 0x 
Man kann auch bey dieſem Verfahren die vorhin ers 
waͤhnte Abkuͤrzung und Aenderung anbringen. 


313 
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griſſen urfprünglicher eombinaterifcher Operationen vor⸗ 
kommt, zurückgebracht werden koͤnnte. Offenbar aber 
wird es leicht ſeyn, aus dem erſten Falle, wo der 
Dividend 1 war, und der für ihn bekannten indepen⸗ 
denten Bildung aller Coefficienten des Quotienten, 
Etwas ähnliches für den gegenwärtigen zu leiſten. 
Denn es iſt erlaubt, zu ſetzen, der vorige Dividend, 1, 
ſolle mit der Form multiplicirt werden, welche den 
‚gegenwärtigen Dividend darſtellt, wo alſo auch der 
vorige Quotient mit eben dieſer Form wird multiplicirt 
werden muͤſſen, wenn man den neuen verlangten, 
erhalten will. Ja Zeichen: wenn 


f 
Si ＋ * LA +.“ ES 


1 ER e 
1 — ax — ax? „ — ax. 
war, ſo wird 


erke Ear Lë Eber bes. br. A 
RE EE Ke 

1 
er ; harden ae 


Latest Kai 


(1 „ A* ER 

Es iſt alſo, um den Quotlenten der gegenwaͤrtigen 
Diviſion zu erhalten, nur noch die Multiplicatlon des 
im erſten Falle gefundenen Quotlenten mit der Form 
des Dloldends zu vollzlehn. Die daraus hervor ⸗ 
gehende Form wird nach demſelben Geſetze, wie der 
Dividend, in Abſicht auf die in ihren einzelnen Glie⸗ 
dern enthaltenen Potenzen der Hauptgroͤße, gebildet 


ege, gege € lr fe SEENEN e ER ANE ERR. A MEA, e Z 
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ſeyn. Ihre Eoeffieienten erzeugen ſich der bekannten 
Regel gemäß, welche für Producte von zwey gleich- 
maͤßig fortſchreitenden Formen im Vorhergehenden 
entwickelt ſind. Dem gemaͤß wird ſogleich das 


Reſultat der Unterſuchung auf folgende Art ausge⸗ 


ſprochen werden koͤnnen. 

b+ b x+ b x? .+ ber. er 
EN ae 
eine Form von der nehmlichen Bildung wie Dioldend 
und Divlſor; fein Anfangsglied iſt dem des Dividends 


identiſch, = b; um zu irgend einem folgenden Gllede, 
wofür Zahl des Glledes und Grad der darin von 


Der Quotlent 


der Hauptgroͤße vorkommenden Potenz, immer zu⸗ 


ſammenfallen werden, den Coefficienten zu erhalten, 
bilde man alle Combinationsformen aus den folgenden 
Coefficienten des Diviſors, zu den ſucceſſiven Summen, 
die bis zur Zahl des gefoderten Gliedes, dieſe mit 
eingeſchloſſen möglich find, und multlplicire jede mit 
ihrer Permutatlonszahl. Man ſetze allen den Combina⸗ 
tlonsformen, die zu der nehmlichen Summe gehören, 
den Coefficienten des Dividends als Factor bey, deſſen 
Zahl mit derjenigen biefer Summe, die Zahl des 
verlangten Glledes hervorbringt, zuletzt noch den Coeffi⸗ 
denten des Diviſors, deſſen Zohl ſchon für ſich 
ebenfoviel beträgt, einzeln, und vereinige alle dieſe 
Producte zu demſelben Aggegrat. In Zeichen: das 
hr Glied des vorhin angedeuteten Quotlenten iſt 


D H 12 Le? r 
* b p"ICh-+p"2Ch..-4-p2Cb-+P"C b. b) 
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wenn ſich das Zeichen C auf die Coeffleienten des 


Diviſors, 45 E . als Elemente bezieht. Dieſe 
Regel iſt offenbar bey wuͤrklicher Berechnung nur 
donn als brauchbar zu empfehlen, wenn ein einzelnes 
Glied des Quotienten, herausgerlſſen aus der Relhe 
der übrigen, berechnet werden ſoll. Sobald hingegen 
die ſucceſſiven Glieder des Quotienten, vom Anfang 
an, bis zu einer beliebigen Weite gefodert werden ſoll⸗ 
ten, erſcheint das recurrirende Verfahren als ohne 
Vergleich bequemer und vorzuͤglicher 2). Was den 
2 3 4 
) Sollte von dem Quotienten — — 
das vierte Glied nach dem anfänglichen berechnet 
werden, ſo waͤre es der Formel gemaͤß 
* PC, EPC. 2 pC. 44 pC. 6＋˙5) 


123 4 
das Zeichen C auf die Elemente A. 3, 7, 2 bezogen 
Nun iſt 


H multipt. 
u eet 11 | e ` 
E= 2 3 e 
4 11 16 | 
| . 
v 7 
2) 12 24 , 
111 64 
. 4 2 190 
v9 4 2 
20 13 55 
3112 144 | 
11III 256 
467 | 3 J. 1401 
1696 


Alſo das vierte Glied des Quotienten — 1696 x 


U 


— 
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Reſt der zuletzt betrachteten Dioiſton betriſſt, ſo kann 
ſeine Beſtimmung unmittelbar wie die des vorher⸗ 
gehenden gemacht werden: den Quotienten dürfen wir 
als ſchon gefunden vorausſeßen. Das Product aus 
dem Quotienten in den Divviſor, abgezogen vom 
Dividend glb den Reſt, wobey fü ch von ſelbſt verſteht, 
daß dieſer Reſt mit einem Gliede anhebt, deſſen 
Rang um eins höher iſt, als die ſchon entwickelte 
Form des Quotienten. Wir bekommen alſo bier, wenn 
wir die Coefficienten des Quotienten als bekannte 
Größen annehmen wollen, eine Regel für die Be⸗ 
rechnung des Reſtes, dle von der vorhergehenden ſehr 


wenig abweicht. Es fen in SN op 


der Quotient B e ce ER Bx 
der Divlſor ar E SH 
jo iſt das Product dieſer beyden Formen, vom Grade 


x’ Er an, berechnet, und vom Dividend, b bx“ 


Ah, Sen Ge abgezogen, der geſuchte Reſt. 
Will man alſo für irgend ein Glied des Reſtes den 
Eoefflcienten erhalten, fo ſetze man die fucceffiven Geet, 
ſicienten des Quotienten; multiplicire jeden mit dem 
Coefficienten des Diviſors, deſſen Zahl mit der ſeinigen 
den Grad derjenigen Potenz der Hauptgroͤße auswacht, 
welche in dem verlangten Gliede vorkommen ſoll; addire 
endlich die Summe dieſer Producte zu dem eben fa 
hohen Coeſſieienten des Dividends. In Zeichen: des 
Reſtes, welchen die vorhin angedeutete Diviſion laſſen 
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wird, vorausgeſetzt, daß der Quotlent bis zum ıten 
Gliede entwickelt ſeyn, ktes wuͤrkliches Glied iſt 
rk rhrrarTk-z rk rk 

x WE (Ba Ba EBA. . Ba A b) 
Es haͤngt offenbar von der Zahl von Gliedern ab, dle 
der Diviſor enthaͤlt, ob die Menge der Producte, welche 
ſich zu einem Coeffieienten des Reſts vereinigen, mehr 
oder minder betrachtlich ſeyn ſoll, ſo wie, wenn 
der Divifor keine ins Unendliche ſortſchreltende Form 
iſt, ihre Anzahl für jedes höhere Glied des Reſtes ge⸗ 
ringer werden muß. In dem letzten Falle wird der 
Reſt uͤberhaupt fo viele Glieder verſchiedenen Ranges 
enthalten, als der Divifor Coeffieienten nach feinem 
Anfangsgliede in ſich ſchließt. 


Eine recurrirende Regel für den Zuſommenhang 
der Reſte, welche bey ſucceſſiver Entwicklung der dn 
zelnen Glieder des Quotienten entſtehn, beſonders nach⸗ 
zuſuchen, wuͤrde überflüffig ſeyn; da das gemeine Di. 
viſionsverfahren es ſchon in feiner hoͤchſten Vollkom⸗ 
menheit darſtellt. Ueberhaupt wird die mindere Wich⸗ 
tigkeit dieſer Reſte ein kuͤrzeres Verweilen bey ihrer 
Betrachtung erlauben. 


Es koͤnnte ſcheinen, als wäre u Form, welche 
bey der letzten Betrachtung dem Diviſor gegeben iſt, 
nur partleulär, well wir in feinem Anfangsgliede die 
Einheit geſetzt haben. Indeſſen zeigt ſich ſogleich das 
Gegenthell durch die Bemerkung, daß ſich dieſe Form 
auch alsdann, wenn der Diviſor im Anfangsgliede 
einen beliebigen Coefficienten hätte, ſehr bald hervor- 
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bringen ließe. Man braucht nur vorläufig alle Glieder 
im Dividend und Diviſor mit eben dieſem Coefficlenten 
zu divldlren; die neuen Formen von beyden werden 
alsdann unfehlbar unter das angenommene Schema 
fallen. Daß wir die folgenden Glieder des Diviſors 
negativ geſetzt haben, kann eben ſo wenig Hinderungen 
machen; man braucht nur in dem wirklich gegebenen 
Divifor, flott des in ihm liegenden Coefficienten, dle 


ihnen entgegengeſetzten Groͤßen zu nehmen, und es wird 


erlaubt ſeyn, alsdann alle Glieder negotiv zu ſetzen. 
Die allgemeinſte Geſtalt, welche ſich für Dividend 
und Diviſor annehmen ließe, waͤre die, daß die Expo⸗ 
nenten der Potenzen in beyden uͤberhaupt nur durch 
gleiche Unterſchiede fortſchritten (eine arithmetiſche Pro» 
greſſion von dem nemlichen Exponenten bildeten). Aber 
es iſt leicht dieſe Aufgabe auf die vorige zuruckzufuhren. 


D 2 
bx⸗ I br —bxeka 


a Xx 6 + ax RE MT 
der darin gefoderte Quotient zu ſuchen. Man divldire 
erſt Dividend und Divifor mit der Potenz der Haupt. 
größe, welche im Anfangsgliede des Divifors ſteht, und 
ſondre zugleich im Dividend, aus allen Gliedern, als 
Factor, dle Potenz der nemiſchen ab, welche alsdann 
in deſſen n ae 


—0 + br Abra bast, . =) 


A E 
Der abgeſonderte Factor hat weiter keinen Einfluß auf 


Es ſey, in Zeichen 
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die Entwicklung; nur daß er am Ende hinzugefügt 
werde. Der angedeutete Quotlent hingegen hat die 
Geſtalt, welche in der vorigen einfachen Betrachtung 
angenommen iſt, Mie man, für den WE 


b-+ 0 u h EN 

a+ e u s "H 
verwandelt. Aus ihm entſteht, eine, dem Geſetz ihrer 
Bildung nach durch das vorhergehende hinlaͤnglich be⸗ 
konnte Form = 8 ＋ Bus. .+ Bu-, und ein 
Net, Fiat man dleſe abbricht, von d ichfalls be. 
kannter Form und Bildung Rur xi + Rurk? ZER 

Setzt man für, u feinen Werth x? zuruck, und multi⸗ 
plicire man mit dem abgeſonderten Factor X — das 
e Reſultat der anderweitigen Diviſion, ſo erhält man 


Quotient und Reſt vollftändig, deren gänzliche indepen: 
dente Bildung alſo folgendermaßen NEE SE kann. 


GEZ bk Dae, 


x! Su ſetzen will, wodurch er ` ch in 


Wenn aus den Formen 

ax SET — 41 553. 
der Quotlent geſodert werden ſollte, ſo iſt derſelbe 
eine Form, in welcher die Exponenten nach der nehm⸗ 
lichen Progreffion fortgehn, fo. daß der des Anfangs⸗ 
gliedes die Differenz der gleichnamigen im Divldend 
und Diviſor iſt. In Zeichen: das Anſangsglied 
enthalt x ; das r' nach ihm x -r. Um 
die Coefficienten des Quotienten zu finden, divſdire 
man zuvor alle in den beyden gegebenen Formen 
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enthaltene durch den onfänglichen des Diviſors. Die 
dadurch erhaltenen ‚folgenden Coefficienten des Diviſors 
ſetze man mit 3 Zeichen, als Elemente, 
eg 

SE Fira: und bilde aus ihnen Inbegriffe von 
Combinatlonsformen, jede einzelne mit ihrer Permuta⸗ 
tionszahl als Factor verſehn, ſo wie auch die Elemente 
der elnzelnen Formen als Factoren auf einander bezo⸗ 
gen, die Producte aber als Theile verbunden werden 
muͤſſen. Man ſehe jeden Inbegriff aller Combina« 
tionsformen, die der nehmlichen Summe angehören, 
als eine geſchloſſene Groͤße an, und entwickle deren 
foviele, als man Glieder fuͤr den Quotienten nach 
dem anfänglichen verlangt. Man füge jedem ſolchen 
Inbegriff als Factor den Coefflcienten des veränderten 
Dividends bey, deſſen Zahl mit der des Inbegriffs 
(oder, was einerley iſt, der Summe wozu er gehoͤrt) 
ſovlel ausmacht als die Zahl des Gliedes im Quo⸗ 
tienten, wozu der Coefflelent verlangt wurde, und ſetze 
als beſondern Theil, den Coefflelenten des Dividends 
mit in die Summe, deſſen Zahl ſchon für ſich eben 
die Höhe hat. In Zeichen: das rie Glied des oben 
gefoderten Zem 1 


( —＋ eet Bee, RES Ber ei bc) 


D a 3 
wobey C ſich auf dle Elemente 3 
a A a 


beziehe. Es verſteht fih von ſelbſt, daß das Ans 
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fangsglied des Quotlenten mit dem des Divldends 2 
identiſch iſt. 

Was den Reſt elner ſolchen Diviſion betrifft, OG 
ſetzt er den Quotlenten als entwickelt voraus, und iſt, 
falls derſelbe bis zum Gliede des rten Ranges berechnet, 
angenommen wird, eine Form, die mit dem naͤchſt⸗ 
hoͤheren Range anhebt, in Zeichen, mit a πο 
und durch dleſelbe Progreſſion der Exponenten fortlaͤuft. 
Fuͤr irgend ein Glied in ihm findet ſich der Coefficient, 
wenn man jeden des Quotienten mit dem des Divis 
ſors, deſſen Index mit dem ſeinigen die Zahl des ge- 
ſoderten Gliedes ausmacht, multiplicirt, die Summe 
dieſer Producte berechnet, und von dem eben fo hohen 
Coeſſicienten des Dividends abzieht. In Zeichen, das 
kte Glied des Reſtes, falls der ſchon gefundene Quo⸗ 


tient BX -T BX ET . ſeyn fell, iſt 
rk rk r- KTI 
*. eh (b [Bat Bar BA) 


Was endlich bey dieſer allgemeinen Form für die Auf⸗ 
gabe der Divifion das recurrirende Verfahren betrifft, 
vermoͤge deſſen man jeden folgenden Coefficienten det 
Quotienten aus den vorhergehenden berechnen kann, 
ſo erſcheint es eben ſo einfach, wie in den vorhergehen⸗ 


den Fällen. Wenn man die Quotienten als ſchon gg: 
funden annimmt, | 


ber the srtkeäe 


së BX BK. ` 
ee aer 


BR Ern 
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alsdann das Product aus dem Diviſor und Quotlen⸗ 
ten, bis zu dem Range des hoͤchſten Gliedes in dem 
letzteren berechnet, und vom Dividend abgezogen, = o 
ſetzt, ſo iſt das allgemeine Schema der daraus ber: 
vorgehenden Gleichungen: 

b GBa TBA T Ba + Ba) o, woraus, mlt 
einer leichten Verwandlung folgt: 


* * 1 1 1-22 k rt x 
2b Ba Ba. . Ba ＋ B 
a 


Man berechne alſo, um einen Coefficienten von belle⸗ 
biger Zahl für den Quotienten zu erhalten, alle Pro⸗ 


ducte aus den naͤchſtvorhergehenden Coefficienten eben 
deſſelben, in die des Divifors, deren Inder mit dem 
ihrigen die Zahl des geſuchten Coefficlenten ausmacht. 
Den Inbegriff Hit Producte ziehe man von dem 
eben fo hohen Coefficienten des Dividends ab, und 
dividire den Reſt durch den Anfangs ⸗Coefficienten 


dess Diviſors. Dieſe Regel gilt unbedingt, ſelbſt für 


den anſaͤnglichen Coeffielenten des Quotienten, fuͤr 


r 
welchen ſie =. feinen richtigen Werth darbletet. 


Hätte man, wie es bey beſtimmten Formen allemal 
geſchehn kann, durch vorlaͤuſige Divifion den Anfangs⸗ 
Coeffleienten des Divifors in die Einheit verwandelt, 


ſo würde ſich die Formel der Recutſion durch das 


Wegfallen des Divifors in ihr verelnfachen, und, wenn 
man vorlaͤufig die Zeichen aller folgenden Glieder im 
Diolſor ändern wollte, ganz auf die vorhergehende 
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zuruͤckkommen, welches beydes für jeden beſtimmten 
Fall anzurathen ſeyn moͤgte, weil ſich der Ausdruck 
der Regel ſelbſt dadurch vereinfacht, 


Eine recurrirende Regel für die Reſte zu ſuchen, 
wuͤrde in überflüffige Weltläuftigfeiten führen. 


Es verdiene noch beſonders bemerkt zu werden, 
daß, ſobald der Dividend und Diviſor beyde aus einer 
beſtimmten Zahl gegebener Glieder beſtehn, der Quo⸗ 
tient in zwey ganz verſchledenen Geſtalten dargeſtelle 
werden kann. Man ordne beyde ſteigend, wo alſo die 
Differenz unter den Exponenten ihrer ſucceſſiwen Glie. e 
der, das d' der allgemeinen Formel poſitiv ſeyn wird, 
und der Quotient wird gleichfalls eine ſteigende Form, 
mit derſelben Progreſſion der Exponenten werden. 
Ordnet man hingegen, wie es eben ſo gut geſtattet 
iſt, Dividend und Diviſor beyde fallend, wobey alfo 
die Differenz ihrer ſucceſſiven Exponenten, J, eine ne⸗ 
gative Zahl werden muß, ſo wird der Quotient auch 
eine fallende Form aͤhnlicher Art wie ſie. Die Be⸗ 
rechnung der Coefficieneen geſchieht in beyden Fällen 
nach der nemlichen combinatoriſchen Regel; es braucht 
wohl kaum erinnert zu werden, daß ſie das eine Mal 
durchaus andere Reſultate geben muß, als das andre 
Mal, weil ſich die Bedeutung des comblnatoriſchen 
Index gaͤnzlich veraͤndert, je nachdem man einen ſtel⸗ 
genden, oder einen fallenden Quotlenten haben will. 


Sollten uͤbrigens Spruͤnge und Lücken in den 
Formen des Dioldends und Diviſors vorhanden ſeyn, 
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ſo würde man vergeblich in Beziehung auf ſie elne 
Abkuͤrzung des 3 ſuchen. 


Die Achnlic kel der Methode mog es rechtfertl. 
gen, daß an dleſer Stelle der Sotz eingeſchaltet wird, 
welcher mit Recht ‚für das Fundament der ganzen 
hoͤheren Algebra gehalten zu werden pflegt. Sein 
Gegenſtand iſt die Berechnung der Summe, welche 
aus beliebig gewählten gleichhohen Potenzen aller 
Wurzeln einer willkuͤhrlichen Gleichung entſpringt, bloß 
aus den Coefficlenten, welche die Form dieſer Gleichung 


enthält, ohne daß es nörhig wäre, die Wurzeln der⸗ 


ſelben einzeln zu kennen!“ Er beruht auf combinato⸗ 
riſcher Betrachtung, und fuͤhrt auf eine Recurſion, die 
mit der bey der Bildung eines Quotienten ſtatt finden⸗ 
den fast ganz zufammenfälle, 


Es moͤgen gewiſſe Elemente (a, b, e, d, ) vorhan 


den ſeyn, die unwiederholbar, zur Bildung von Com: 
binationsclaſſen gebraucht werden ſollen. Man nehme 


beliebig eine ſolche Claſſe, C, und betrachte die For. 
men, welche fie enthält in Beziehung auf ein gewiſſes 
Element, z. E, a. Es wird Formen in ihr geben, 
die daſſelbe in ſich enthalten; aadre, in denen es nicht 
vorkommt (die Jermen, welche ein getiffes Element 
nicht enthalten, ſollen dadurch, daß das Zeichen deſſel⸗ 
eingeklammert unter das der Claſſe geſetzt wird, ange⸗ 


deutet werden, wie z. E. dle zuletzt genannten durch 9 
SE dE S a) 


4 
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Den bekannten Regeln des Eombinirens zu Folge ers 
haͤle man alle Formen einer gewiſſen Claſſe, falls man 
eins der Elemente abgeſondert von den übrigen betrach⸗ 
ten will, indem man erſtlich alle Formen der naͤchſt 
niedrigeren Claſſe, aus den uͤbrigen Elementen bile 
det, und ihnen jenes abgeſonderte Element vorſetzt; in⸗ 
dem man alsdann zweytens, aus eben jenen übrigen 
Elementen alle Formen, die der geſoderten Claſſe ſelbſt 
angehören, erzeugt, und der erſten hinzufuͤgt. In 


Zeichen 6248. ©. Diefer zweyte Inbegriff aber 
Ié (a) (a) 2er 5 * 


iſt es gerade ſelbſt, welchem man das obige abgeſonderte 
Element vorſetzen müßte, wenn man für. die naͤchſt⸗ 
hoͤhere Combinatlonsclaſſe we ähnliche Sonderung der 


m m 
Formen vornehmen wollte, ac ＋ C. Man ge 
(a) (a) 


lange alfo zu folgendem allgemeinen Satze durch Tote: 
ſetzten Gebrauch der eben gemachten ZS 


RK: 
Es mögen aus beliebigen nicht wiederholbaren Ele- 
ET (a, b, c, d. .) ſucceſſive Combinationsrlaſſen, 


C, C, Bi gebildet ſeyn. Man wähle eins dieſer 
Elemente, und ſetze es, beliebig wiederholt, der erſten 
Claſſe; eben fo auch den ſucceſſiv folgenden, nur jeder 
naͤchſthoͤheren einmal weniger wiederholt, bey, Man 
verbinde nie bebe Claſſen e obwechſelnden Zeichen 

Ca S E. Kë are 
Alsdann wird von biefer ganzen Zuſommenſtellung, 
wenn man auf die vorhin angegebene Weiſe jede Claſſe 

1 
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in Beziehung auf das vorgeſetzte Element in zwey Gat⸗ 
tungen von Formen zerlegt, nichts weiter herauskommen 
und übrig bleiben, als die erſte Gattung aus dem erſten 


Feck 
Gliede, a. a an, und die zweyte Gattung aus 


KT 
dem lezten () Karg *k. C, fo daß, dem gemäß 
c (a) 


Së a2 T kën 
aCc-a”n7C..(-ı)!atc=artt+(-ı)Fa*C, 
@) 


Nun gilt offenbar für jedes der Elemente, woraus 
ſich die Combinationen gebildet haben, die nemliche 
Beziehung. Man ſetze alſo jedes von ihnen allmälig 
für a an die Stelle, und man wird Formen, wie die 
eben dargeſtellte, erhalten. Die Coefficienten dieſer 
Formen auf der erſten Seite der Gleichung werden 
immer die nemlichen bleiben, wahrend eine andre 
Hauptgroͤße, das jedesmal gewaͤhlte Element, ſich zu 
ihnen geſellt. Bloß der Coeffleient des zweyten 


K 
Gliedes auf der andern Seite der Gleichung 8 muß 


ſich gleichfalls aͤndern, ſo wie ein andres Wen 
unter die nemliche Behebung geſtellt werden ſollte. 
Es wird alſo bey der Summirung der Gleichungen, 
die für jedes Element, wie für das erſte, entſtehn, nur 
a eine Schwierigkeit bey der Serge der in ihnen 


Van H 
enthaltenen legten Glieder, a" e + bc ＋c CN. 
8 (b) (e) 


entſpringen, die aber in 108 Caͤllen leicht gehoben 
werden kann. 
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Es ſey zuerſt die Menge der Elemente, woraus 
ſich die Kombinationen bilden, mithin die Zohl der 
Claſſen, nicht geringer, als die des hoͤchſten der vor⸗ 
geſetzten Vielfachen, r. Alsdann wird man die Reihe 
ſortſetzen koͤnnen, bis ei rk in 1 verwandelt, und 


alfo jenes letzte Glied sc wird, Jet deutet es 


alle Formen der vächſthöheren r+ vm Claſſe an, welche 
das Element a eprbalren, ` le geſoderte Summe 
aller letzten Glieder aus den Gleichungen, dle für 
jedes S wie fuͤr das erſte minen, 
act bc Let 13 
verlangt alſo, daß Ge alle Formen dieſer naͤchſthö. 
heren Claſſe, die das erſte Element enthalten, wegen 
deſſelben, alsdann alle die das zweyte Element in ſich 
führen, wegen dleſes zweyten Elements, und ſo ſort 
alle Formen, die irgend eines der vorhandenen Elemente 
in ſich ſchließen, wegen ebendeſſelben, ſetzen, und den 
Inbegriff dieſer Formen bilden ſoll. So kommt jede 
Form, die dieſer Claſſe gehört, wegen jedes in ihr 
liegenden Elements, einmal beſonders geſetzt vor; man 
erhaͤlt alſo jede Form dieſer Claſſe fo oft, als fie 
Elemente in ſich hat, oder man bekommt die Claſſe 
Hi, mit Ka: eignen Grade muleiplicire 
2 C 4 be ＋ E 90e 


a oi. b). 
In dieſem Falle alſo if die Summation aller oben 


angeführten Glelchungen leicht, und gibt, wenn der 
(EK 


-164 
Kurze wegen a ＋ bu c . . ſortgeſetzt bis 


zum letzten der vorhandenen Elemente, durch A onge 
deutet wird, die Formel: 
1 3 * 

40 ER 
ein welcher bloß noch das allerletzte Glied auf die 
andre Seite der Gleichung, mit gehörig geaͤndertem 
Zeichen, heruͤbergeſtzt zu werden braucht, um eine 
völlig geordnete Recurſionsformel zwiſchen den durch 4 
ausgedruckten geſuchten Groͤßen, und den gegebenen 
Combinatlonscloſſen zu . 

AC-ACH AE HN ACH NS. 
Es ſey zweytens r großer, als die ER) der vorhan⸗ 
denen Combinatiensclaſſen, fo daß alſo die k+ 1 als 
die hoͤchſte moͤgliche ongeſehn, und nur bis zu ihr die 
obige Reihe fortgeſetzt werden kann. Alsdann iſt 
offenbar, well nur k Jr Elemente vorhanden ſeyn 


K 
ſollen, C o, es fällt alle das letzte Glied auf der 
f (a) 


andern Seite der Gleichung ganz weg, und die bey 
der Summirung aller een entſtehende Formel 


wird: 
D Trei 6 > "rk KTI > 


AC-ACH Ach. det EA 
Sie erſcheint noch einfacher als die „ iſt 
aber im Grunde mit ihr identiſch, und ein ſpeci fer 
Fall von ihr, denn wenn man derſelben auch für den 
Fall, wo die Zahl der vorhandenen Caſſen nicht big 
zu r, ſondern zu einer kleineren Zahl K A1 aufſliege, 
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Gultigkeit Bigefehn wollte, ſo wuͤrden alle Glieder 
in ihr, von A CG weiter fort, indem ſie e eg Goeffclen 
ten noch höhere Combinationsclaſſen, C wë fo fort, 
bis C, foderten „ da jede derſelben o iſt, von ſelbſt 
wegfallen, und fo daſſelbe Reſultat wie aus der zwey⸗ 
ten Formel entſpringen Es kann alſo für jeden 
Werth von r, ohne Ruͤckſicht auf die Anzahl aller 
vorhandnen ſucceſſiven Combinatlopsclaſſen, die erſte 
Recurſtonsformel als unbedingt gültig gebraucht werden. 

Die Anwendung dieſes combinetorifdien Satzes 
auf die Theorie der Gleichungen iſt leicht Hat man 
die Form einer beliebigen Gleichung, gehörig fallend 
geordnet, fo ſtellen dle Coeffleſenten dieſer Form in 
ihrer Ordnung, nur die von ungerader Zahl mit um⸗ 
gekehrten Zeichen genommen, dle ſucceſſiben Combina⸗ 
tlonselaſſen, welche ſich aus den Wurzeln der Gleis 
chung bilden laſſen, dle Elemente als Foctoren, die 
Formen als Theile gedacht, vollſtaͤndig dar. Sind 


1 2 3 d, 
alſo G, G. G, . . . die ſucceſſiven Coefficienten einer 
Gleichung, deren Wurzeln a, b, c,. .. ſeyn mögen, 
ſo wird, dieſe Mugen, als Emine von Combina⸗ 


tionen gefeßt, — 8 C, GE CG allgemein Gries CG 
ſeyn. Soll alſo die Summe gleichhoher Potenzen 
von allen Wurzeln der Gleichung, wo allgemein das 


Zeichen A die Summe der rien Potenzen von ihnen, 
=at+b’ rc! . andeuten mag, gefunden werden, 
ſo kann es, vorausgeſctzt daß die Summen aller 
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niedrigeren gleichhohen Potenzen, A, I,. : jede für 
ſich ſchon gefunden find, durch folgende Formel geſchehn: 


r KIT x r ER 319 


MN | : KÉ 
TT HE BE KEN 
Wegen der Zeichen ‚würde es am bequemſten ſeyn, 


Be Due 
wenn durch G. G, G, .. nicht die Coeffleienten der 
Gleichung ſelbſt ſondern eben dieſe Groͤßen, mit 
umgekehrten Zeichen, verſtanden werden ſollten, 


denn 1 würde die heine 
re ır 


Le E ＋EAT G TYG. 

Ihre Aehnlichkeit mit der für die ſucceſſiven Coefft⸗ 
denten eines Quotienten der einfachſten Art iſt aufs 
fallend; beyde würden vollkommen identiſch ſeyn, wenn 
nicht bier die Bedingung Hinzugefügt wäre, daß jedes 
Element der Kecurfion, da, wo es einzeln als Thell 
den Producten beygefuͤgt wird, die ſich aus den vor⸗ 
hergehenden Elementen, und den ſchon beſtimmten 
vorhergehenden Hauptgroͤßen bilden, mit ſeiner eigenen 
Zahl multiplicirt werden ell Will man ſich olſo für 
die Berechnung der ſucceſſiven Potenzen Summen 
dieſer Recurſion bedienen, fo wird das bey der Diviſion 
angewandte Verfahren nur eine geringe Modification 
zu erleiden haben E) 


k) Derſelbe Mechanismus, welcher bey der Entwick⸗ 
lung von den ſucceſſiven Coefficienten im Vorherge⸗ 
henden angewendet wurde, laͤßt ſich auch hier mit 
folgender Modification gebrauchen. 

Man ſetze die ſucceſſiv ſich entwickelnden Poten⸗ 
zen ⸗ Summen in eine verticale Hauptreihe allmaͤlig 
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Man wird aber auch bey dieſer Unterſuchung ver⸗ 
langen, einen independenten Ausdruck der geſuchten 


r 


unter einander. Zur Rechten an diefer von oben 
herab, ſetze man die mit ihrer eigenen Zahl multi⸗ 
plicirten Elemente, ſo weit ſie reichen. Um alsdann 
ein folgendes Glied der Hauptreihe zu finden, ſetze 
man zur Linken an ihren ſchon gefundenen Gliedern 
die Elemente in natürlicher Ordnung herauf; bes 
reechne von jedem Paare der auf dieſe Art horizontal 
neben einander geſtellten Zahlen das Product; 
ſchreibe alle dieſe Producte zur Rechten der Haupt⸗ 
columne neben der noch leeren Stelle, in welche 
das neue Glied der Hauptreibe kommen ſoll, bois 
zontal neben einander, und addire dieſe ganze Dës 
rizontalreihe; ihre Summe iſt das geſuchte neue Glied. 
Es ſey z. E. die Gleichung * - 10x? +35x?— 
50x-+ 24 o gegeben. Man ſucht die ſechs erſten 
Potenzen Summen ihrer Wurzeln. Hier ſind 
I 10, —35, + 50, — 24, die Elemente der Re⸗ 
curſion. Die Rechnung erhaͤlt folgendes Schema 
4) ＋ 300-35) 10) ir Se A EECH 
4) ＋500 35) 10% gel 70-180 zë 
+59-35)10)| 100 -F1507 300-350 
35) 10) 354, — 90 1000-1050-500: 
10)|1300 3540-3500 1500-240 
14890 13000-12390 50-720 
Die angenommene Gleichung iſt aus den Wurzeln 
1,2, 3, 4, gebildet. Von dieſen aber berräge die Summe 
der tem zten Zten aten sten bien Potenzen 
2448 16 321 64 
: 9 1727 [81 243 729 
U e 4096 
15 30 100 1354 130014890 
wodurch ſich alſo die Reſultate der obigen Rechnung 


odllig beſtaͤtigen. 


> 
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Größen zu erhalten. Sie wurden vollſtaͤndige In⸗ 
begriffe von Variatlonsſormen aus den gegebenen 
Elementen, der Summe angehoͤrig, weſche der Grad 
von den zu ſummirenden Potenzen ausdruͤckt, dorſtellen, 


wenn nicht in der Formel für ihre gegenſeitige Be. 


ziehung gefodert wuͤrde, daß das letzte der gegebenen 
Elemente, da wo es zuerſt einzeln in die Verbindung 
eintritt, mit feiner eigenen Zahl muültiplicirt werden 
ſollte. Indeſſen, da, dieſen einzigen Umſtand abge⸗ 
rechnet, die Recurſton völlig dieſelbe iſt, wie bey der 
Bildung von Variatlonsformen zu ſueceſſiven Summen, 


fo wird man behaupten dürfen, daß aus ihr nichts 


anders als eben ſolche Variationsformen hervorgehn, 
mit der Modification, daß in ihnen jedes Element, 
fofern es als einzeln, und zum erſten Male geſetzt 
gedacht werden kann, d. h. ſofern es Endelement in 
der Form iſt, noch mit feiner eigenen Zahl multipli⸗ 
eirt werden muͤſſe. Man bilde alſo aus den gegebenen 
Elementen alle Variationsformen zu derſelben vorge⸗ 


ſchriebenen Summe, und multiplicire jede Form mit 


der Zahl ihres Endelements. Die Formen als 
Theile, ihre Elemente als Factoren auf einander bezo⸗ 
gen, wird man das Geſuchte erhalten. 

Es iſt aber bey dieſer Regel noch eine weſentliche 
Abkuͤrzung moͤglich. Die Variatlonsformen bilden 


kb 2 
ſich aus einer einzigen Elementen Reihe, G, G, G. 


und ſtellen Producte vor; Aenderung der Folge iſt 
alſo ohne Einfluß auf ihren Werth; man wird einen 
bequemeren Ausdruck erhalten, wenn man aus den 


DE u 
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gegebenen Elementen alle. Combinatlonsformen bilder, 
und jede mit ihrer Verſetzungs zahl multiplielrt. Dabey 
iſt aber die Foderung, daß jede der vorhandenen 
Variatlonsſormen mit der Zahl ihres jedesmaligen 
Endelements multiplielrt werden ſollte, nicht außer 
Acht zu laſſen; ſie erſchwert und mödificire dieſe 
Zuſammenziehung. Es ſey eine Bariationeform vot⸗ 


handen, irgend eines ber gegebenen Elemente, G, ſtehe 
als Endelement in ihr, und komme mehrere Male, 
etwa m mal, in ihr vor. Die Frage: wie viele 
Permutarionen erlaubt die Form, fo daß dleſes 
Element in ihr das Endelement bleibt? beantwortet 
ſich leicht. Es fen N die Permutations zahl, welche 
ihr zukommen wuͤrde, wenn ſie unbedingt permutitt 
werden ſollte. Nimt man das angeführte Element 
einmahl heraus, um aus allen übrigbleibenden alle 
mögliche Permutationen zu bilden, wie man es muß, 
wenn man olle dle, aus der gegebenen entſpringenden 


Formen haben will, in welchen jenes Element als 


Endelement erſcheinen ſoll: fo verliere jene anfängliche S 
Permutationszahl, weil ein Element weniger da ift 
als vorher, den hoͤchſten Factor ihres Zaͤhlers, oder muß, 
was damit einerley iſt, durch den Grad der Claſſe wozu 
ihre Form gehoͤrt, dioldirt werden, in welchem Zuſtande 
fie durch Mausgedruͤckt werden mag; fie verliert aber auch, 
weil die Zahl der gleichen Elemente, von der Art des einen 


herausgehobenen, G, vorher m, nun um eins geringer wird, 
jetzt m1, im Nenner eben dieſe Zahl als Factor, wird alſo 
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m. M. Nun ſoll jede Variationsform mit der Zahl ihres 
Endelements bannen werden Es gibt aber deren, 
die das Element E am Ende führen, der. Annahme 
zu Folge m M, alle von demſelben Inhalt. Man 
wird alſo x. m. M als die Zahl bekommen, womit 
eine ſolche Form multipliclet werden muß, wenn man 
alle gleichgeltenden Permutationsformen, in en fie, 


jenes m mal in ihr vorkommende Element G am 
Ende führend, erſcheinen kann, zuſommenſaſſen will. 
Nun aber kann jedes in ihr vorkommende Element 
ans Ende zu ſtehn kommen, und wird es unfehlbar. 
Man muß ſolglich für jedes beſonders beſtimmen, wle 
oft, vorausgeſetzt daß es die letzte Stelle der Form 
einnebme, dieſelbe, jedesmal mit ſeiner Zahl multi. 
plieiet, permutirt werden koͤnne, und alle dieſe Factoren 
zuſammenrechnen, wenn man beſtimmen will, wie 
oft uͤberhaupt, ohne Aenderung ihres Gehalts, dieſe 
Form vorkommen wird. Bey dieſen ſucceſſiven Be⸗ 
ſtimmungen des Factors fuͤr die verſchiedenen in der 
Form liegenden Elemente bleibe. M daſſelbe, die durch 
den Grad ihrer Form dividirte Permutatlons zahl: 
aber das, womit M noch multiplicirt werden muß, 
da es * für das m mal vorkommende 


Element G, der vorigen Unterſuchung gemäß, mr war, 
das heißt der Theil der Summe, welcher die Varia⸗ 
tionsform gehoͤrt, der von dieſem Element, ſo fern es 
in iht vorkommt, herruͤhrt, wird für jedes andre Ele. 
ment dem gemäß anders ausfallen. Aber jene Zahl M 
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allmaͤllg für jedes Element der Form mit dem Theile 
der aus ihr entſpringenden Summe multiplieiren, wozu 
dies Element beytraͤgt, und dieſe Producte zuſammen⸗ 
nehmen, oder biefelbe Zahl M auf einmal mit der 
ganzen Summe, welchem die Form angehoͤrt, multipli⸗ 
eiren iſt einerley. Daher die Regel: man bilde aus 


Zi re | 
den gegebenen wiederholbaren Elementen, G, G, G. 


alle Combinationsſormen, die der nemlichen Summe 


angehoͤren, und multiplicire jedes der dadurch angedeu⸗ 
teten Producte mlt feiner Verſetzungs zahl, nur daß 
dleſe, durch die Zahl des Grades, welchem die Form 
gehoͤrt, dividirt, und mit der Summe, welche ſie 
darſtellt, multiplicirt werde. Das Aggregat dieſer 
Producte gibt die Summe der gleichhohen Potenzen 
von allen Wurzeln derjenigen Gleichung, deren umge⸗ 
kehrte Coefficienten die Groͤßen Ge 2 .. geweſen 
find, und zwar des Grades, welcher mit der Zahl der 
angenommenen Summe zuſammenfaͤllt. Um den Satz 
in Zeichen auszudruͤcken, mag (p) die durch den Grad 
der zugehörigen Form dividirte Verſetzungszahl bedeuten. 

Es mögen a, b, c, .. die unbekannten Wurzeln 
einer Gleichung ſeyn, deren Form 

x — Gang — Genre vn — GO 

gegeben iſt. Alsdann wird a be.. r (p) C, 
vorausgeſetzt, daß ſich das Zeichen C auf die wieder ⸗ 


dolbaren Elemente 6,6, G, bezieht 1). 


1) Es ſey für die Gleichung 1 — 10x + 35 — 
Sox 24 o die Summe der Jun Potenzen ihrer 
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Die weitere Anwendung dleſes en kann hier 
kg weg werden. 


Achtes Kapitel. 


Ausziehung der Wurzeln. Allgemeiner 
Beweis des binomiſchen Lehrfages für ges. 
brochene und negative Exponenten. 


Die Wurzelaus ziehung iſt Umkehrung einer directen 
Operation, wie das Dividiren. Das Product mehrerer 
unter einander gleicher Formen wird allemal elne Form 
von ähnlichem Bau. Man kann alſo umgekehrt bey 
? jeder gegebenen Form fragen, ob ſie nicht im Product 

aus einer beſtimmten Anzahl gleicher Formen ſeyn 
koͤnnte, und eine von dieſen onzugeben verlangen; | 
dies iſt es, was die Kunſtſprache Wurzelausziehung 
nennt. Nun wird freylich die Zulaͤſſigkeit einer ſolchen 
Foderung hier noch mehr wie bey beſtimmten Zahlen 
in der Arithmetik gelaͤugnet werden muͤſſen; indeſſen 


Wurzeln au ſuchen. e muß aus den Ele⸗ 
3 

menten 16, — 35, 50, — 24, berechnet werden 

4. (p) C. Man bekommt alſo die Formen 


4) 4 tealifirt — 906 


9 13 2000 
2) 22 2450 
4) 112 „0000 — 14000 
1111 14450 — 14000 — 354 wie lin. 


Daß die recurrirende Berechnung bequemer als die 
. independeute ſey, bedarf wohl keiner Erinnerung. 
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iſt es leicht, fie fo zu modifieiren, daß alle Schwierig 
keiten vermieten werden. Eine Form zu finden, die, 
auf eine beſtimmte vorgeſchriebene Potenz et hoben, 
eine andre gegebene hervorbringe, mag ſeltne Fälle 
abgerechnet, ummoͤglich ſeyn. Aber eine Form anzu⸗ 
geben, die zu jener Potenz erhoben, in allen Gliedern, 
die einen beliebig gewaͤhlten Rang nicht uͤberſteigen, 
mit einer andern gegebenen identiſch wird, muß, wis 
die nähere Betrachtung zeigt, allemal moͤglich ſeyn. 


Es ſey die gegebene Form Ar arb 
Man fräge, ob ſich nicht elne andre finden loſſe, deren 
mie Potenz, würklich berechnet, mit jener erſten in 
allen Gliedern bis zum nten Range uͤbereinſtimmen 
koͤnnte? Man fingire, um die Frage zu beantworten, 


* 2 
eine ſolche Form als ſchon gefunden SA Ax Ax ,; 
man erhebe fie wuͤrklich zur mien Potenz, und ſetze das 
Reſultat dieſer Potenzilrung bis zum ni" Grade der 


gegebenen Form identiſch (A A. A sit 4 Let WG 


1 2 n 
=a+ax!+ax?..ax"|.. Gerade dadurch ger, 
den ſich Mittel ergeben, um Coefjleienten der fingirten 
Form, der Abſicht genuͤgend, auf eine ſichre und 
unzweideutlge Weiſe zu beſtimmen. 

Aus der Lehre von der Multlplication iſt bekannt, 
daß bey der Potenziirung einer Form zu jedem Coeffi⸗ 
eienten des Reſultats genau ſo viele von den erſten 
Coeſſiclenten der Form ſelbſt, als die Zobhl des ge: 
ſuchten Coefflelenten Einheiten enthält, beytragen: allge⸗ 
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mein in Zeichen, zu dem n + ite Coeſſicienten der ent⸗ 
? Ae E * 
wickelten Potenz (A T Ax ＋ A. .), die n 


erſten Cocfficienten der Form ſelbſt, A, A, dem ge Es 
iſt gleichfalls bekannt, daß jeder von ihnen, da wo er 
zum erſtenmole erſcheint, nur auf die erſte Potenz et, 
hoben vorkommen kann „den anfaͤnglichen ausgenom⸗ 
men: in Zeichen; der Coefficient des erſten Gliedes 
nach dem anfaͤnglichen in der Potenz unſrer Form, 


enthaͤlt nur A und A, den letzten nur in einem dai, 
gen Gliede, welches mA"! A ſeyn wird; der des 


1 a 
zweptens Gliedes hat bloß A, A, A in ſich, und der 
letzte kommt nur in einem Gliede des ganzen Aus- 


drucks m AA vor, u. ſ. w. Berechnet man alſo die 
n erſten Glieder jener gefoderten Potenz, um jeden 
ihrer Coefficienten dem gleichhohen Coefficienten der ges 
gebenen Form einzeln gleichzuſetzen, ſo bekommt man 
ebenſoviele, n + 1, einzelne Gleichungen heraus. In 
der erſten Gleichung wird, als fingirte, und alſo noch 
unbekannte, Größe bloß der Anſangscoefflelent der on. 
genommenen Form vorkommen, A“ Saz Dé alſo aus 
ihr beſtimmen; in der zweyten Gleichung wird außer 
ihm, der nun ſchon bekannt geworden iſt, auch noch 


der erſte nachfolgende Coefficient, A, auf die erſte 
Potenz erhoben, und mit einem beſtimmten Factor 
multiplicirt, erſcheinen, mithin eine Gleichung darbie⸗ 
ten, die nur vom erſten Grade ift, in fo fern er als 
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die einzige unbekannte Groͤße in ihr liegt, ſo daß er 
aus ihrer Auflöfung jedesmal einen einzigen Werth 
erhalten wird. Und fo muß jede folgende von dieſen 
Gleichungen einen folgenden der fingirten Coefflclenten, 
nur auf die erſte Potenz erhoben, und mit einem be⸗ 
ſtimmten Factor multiplleirt, in ſich ſchließen, der alſo 
wenn die vorhergehenden Coeffleienten aus den früheren 
Gleichungen ſchon beſtimmt ſind, ſicher und ohne 
Zweydeutigkeit aus ihr gefunden werden kann. 


Auf dieſe Weiſe rechtfertigt ſich das recurrirende 
Verfahren, welches in der Aufgabe der Wurzelaus⸗ 
ziehung unmittelbar vorgeſchrieben iſt. Man mich 
es in allen Fallen unfehlbar anwenden koͤnnen, aber 
von der Einſachhelt, welche das beym Dipidiren 
beobachtete beſitzt, wird es weit entfernt bleiben; wenn 
dort alle vorhergehende Coefficienten immer auf gleiche 
Weiſe zur Bildung des naͤchſtſolgenden beytrugen, 
fo wird es hier bey jedem neuen auf andre Art ges 
ſchehn. Der Gang der Rechnung, wenn ſie auf dieſem 
Wege begonnen werden ſollte, würde für die erſten 
Coefficlenten folgender ſeyn 


dE dees 


4m AAA CHAN e a 
en gen e 


IA 
+“ In; 
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- SE gleichhohe ee gioun? 

Aas mA 14 2 = a 

Kur er 8 ap 
Bez mA m 


2 D 
mA A Em. (m-) AE AT a 


1. m 


2 a s x 
Aza—m.(m- AM? A? 


2 2 k 
WA S D = 
2 1 2 1 1 ® 5 ER x 
E ZE ˙ Io 
A m Nan m m * 


men 


f 1 . 2 2 
Eine ſo verwickelte Recurſion, wie dieſe combinatoriſch 
zu entwickeln, ſo, daß aus dem Zuſammenhange, 
welchen fie unter den geſuchten Coefficlenten ſtiſtet, 
das independente Geſetz ihrer Bildung abſtrahirt wer⸗ 
koͤnnte, dazu ſetzt uns keine der vorhin entwickelten 
combinatoriſchen Operationen in den Stand. Zwar 
laͤßt ſich allerdings die Unter ſuchung vereinfachen, 
indem man ſich Anfangs begnuͤgt, ſtatt einer unbe⸗ 
ſtimmt vielgliedrigen Form, nur eine des erſten Gras 
des zu nehmen, um aus ihr die Wurzel eines be: 
leisen Grades 9 Könnte man für 


Va ＋ 9 A442 + i ga 
gige Geſetz der Bildung aller Glieder Dies e hätte 


man es mit leichter Mühe auch für * (a a et Se a7). 
Denn man braucht nur im letzten Falle einſtweilig für 
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ben Seb gif do folgenden Glieder, Ei Tas. Gi | 


zu feßen, mithin Imesenfte Reihe fuͤr x (ä+2) Dëss 
anzuwenden, und hernach in ihr ſtatt der ſucceſſtoen 
Potenzen von 2, wonach ` Ge, ſortſchreitet, die ent⸗ 
wickelten Werthe derſelben an die Stelle zu ſetzen, um 
Alles zuletzt nach Potenzen der urſpruͤnglichen Houpt⸗ 
größe x, zuſammen zu ordnen: eine leichte combinato⸗ 
riſche Arbeit, da für ganze gie Potenzen einer 


regelmaͤßigen Form, ae asf an? +,. „die inde⸗ 
pendenten Geſetze der Bildung aus dem * 
den bekannt ſind. Aber damit iſt im Weſentlichen 
wenig gewonnen; die Recurſionsfor mel ſelbſt bleibt faſt 
eben fo verwickelt wie vorhin, ſey es auch, daß die ine 
dependenten Ausdruͤcke der ſich aus ihr entwickelnden 
Coefficlenten ohne Vergleich einfacher. werden. Die 
Berechnung erhalt et Ni Gott, wie "vorhin, 


nur daß die Groͤßen Fr 5 . ſaͤmmtlich = o geſetzt 
werden. Und alsdann enſtehn eich gë fingierten N 
fiienten die Reſultate 


2 Ee éi 155 CG Zeg 

a m m m. 
Betrachtet man dle Reſultate, welche fie für die indes 
pendente Beſtimmung der geſuchten Coeffielenten dar⸗ 
bletet, fo zeige Dä in der That in ihnen ein ſehr eln. 
faches, und mit einer bekannten Formel übereinfflm- 
mendes Geſetz. Wurzelgroͤßen koͤnnen, den Lehren der 
Arlthmetik zu Folge, als Potenzen mit gebrochenen 
M 


0 


— 


178 


Erponenten betrat werden; * (a2) a 2) 5 Se 
Wollte man annehmen, daß dieſelbe Regel, welche 
bey der Entwicklung von Potenzen eines zweytheiligen 
Ausdrucks, deren Exponenten ganze poſitive Zohlen 
find, aus der Natur des Multiplieirens abgeleitet (9. 
auch fuͤr Potenzen mit gebrochenen Exponenten m 
halten werden koͤnne, ſo erhielte man: 


GTH Aba ‚+: ie E 


LEE 


eine Rehe, deg Uebereinflimmung mit derjenigen, 
welche unmittelbar vorhin auf dem Wege der recurri» 


renden Beſtimmung für Y(a+z) gefunden worden, 
von ſelbſt klar iſt, und die bey weiter fortgeſetzter bey⸗ 
derſeitiger Berechnung ſich dabey auch ferner erhalten 
wuͤrde. 

Es entſteht alſo, auf dem Wege der Beobachtung 
die gegruͤndete Vermuthung, ob nicht dieſelbe Regel, 
welche bey der Entwicklung ganzer poſitiver Potenzen 
ſtatt findet, auch für. gebrochene Exponenten in unge» 
änderter Form beybehalten werden koͤnnte, fo daß die 
Art, wie ſich die Coeffielenten der entwickelten Reihe 
aus dem Exponenten der geſoderten Potenz erzeugen, 
immer die nemliche bleiben muͤßte. Dieſe Vermuthung 
erlangt dadurch einen hoͤheren Grad von Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daß ſuͤr Potenzen mit ganzem, aber negativem 
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Exponenten, deren Werthe die Diviſionentwick eln kann, 
well fie ſich auf Quotienten zuruͤckfuͤhren laſſen, in der 
That eben dieſes Geſetz unbedingt gültig iſt; ein Satz 
der ſich ſchon hier unbedingt beweiſen laſſen wuͤrde, wenn 
es ſich zu der gegenwärtigen Abſicht der Mühe verlohnte. 

Wir muͤſſen alſo die Frage in genauere Unter⸗ 
ſuchung nehmen, ob nicht die Formel des binomiſchen 
kehrſatzes, die hier zur Erleichterung der Unterſuchung 
in ihrer einfachſten Geſtalt ausgedruͤckt werden mag 
(I YU = ITnx SE (n — D 


Weg D SBS E r+ KS unbedingt für jeden 


beliebigen Werth von n, eben ſo gut, wie ſuͤr ganze 
Zahlen, angewandt werden duͤrſe. 

Der Beweis. für die Richtigkeit einer ſolchen 
Annahme wird am einfachſten geführe, ſobald man 
darzuthun vermag, daß zwey Formen, die nach Poren» 
zen der nemlichen Hauptgroͤße ſortſchreiten, und deren 
Coefficienten aus einer unbeſtimmt angenommenen 
Groͤße auf dieſelbe Art gebildet ſind, wie Binomial⸗ 
coefficienten. aus ihrem Exponenten zuſammengeſetzt 
werden muͤſſen, zum Producte elne aͤhnliche Form 
hervorbringen, deren Coefficienten gleichfalls nach dem 
nemlichen Geſetze erzeugt find, aus einer unbeftimm- 
ten Größe, welche die Summe derjenigen iſt, woraus 
die Coefficlenten der angenommenen Faetoren gebildet 


waren. In Zeichen [wenn allgemein F o eine Größe 
bedeutet, die ſich aus f und r zuſammenſetzt, wie ſich, 
Ma 
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wenn k eine ganze Zahl wäre, der r' Binomialeveffis 
cient der Potenz des Grades k von einer zwey⸗ 


GÉIE Größe erzeugen wuͤrde, b. b. L B 2 23 
2 JC N... (fer): es kommt nur darauf an, 


R SS EEN 
zu beweiſen daß 
b 1 o Zë 4 1 OD 
(1 ＋ a, ** . zk Eis Geet 
Es exe w Trei AE 
1 TS BI I redet) . s Bes 
Sobald dieſer Setz feſtſteht, und aus der Natur des 
Multiplicirens in gaͤnzlicher Allgemeinheit bewieſen 19. 
begruͤndet ſich die unbedingte Anwendbarkeit des 
binomiſchen Lehrſatzes Tür negative und gebrochene 
Exponenten mit leichter Mühe, Zuerſt iſt ſelbſt klar, 
daß für mehr als zwey ſolche Formen, die ſich mit 
einander mul'ipliciren ſollen, das Product eine aͤhn⸗ 
liche Form werden muß, deren Coefficlenten nach dem 
nemlichen Geſetze aus einer Größe entſtehn, welche die 
Summe derjenigen iſt; woraus die Coeffleienten der 
Factoren hervorgegangen ſind. Wenn es alſo auf 
eine Entwicklung der Wurzelgroͤße Y (1 4 x) an⸗ 


kommt, ſo nehme man, ohne in dieſem Augenblick 
zu fragen, was fie bebeutet, eine Form an, deren 


Coeffletenten aus dem Bruche — auf: eben die Art, 
wie 3 aus Wees Erponenten 


* 14＋ * Bx + SD b Br vi 
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Vermoͤge jenes, als bewiefen hier einſtweilig voraus⸗ 
geſetzten Satzes darf alsdann behauptet werden, daß, 
wenn n ſolcher Formen mit einander multiplicirt 
werden, als Product eine neue zum Vorſchein kommen 
müffe, deren Coefficienten ſich aus der Summe von 
den n Großen, woraus die der Factoren entſtanden 
ſind, nach eben der Regel zuſammenſetzen. Dieſe 
Summe aber, da jede der angenommenen Größen = iſt 
betraͤgt n. = — ;; ſetzt man aber aus 1 nach der Regel 
des binomiſchen Lehrſatzes Coeffcienten wie Binomlal⸗ 
coefficlenten zuſammen, ſo wird der erſle 1 Bez; der 
S : 
zweyte "B= 1. (1) Se, und daher auch alle fol: 
1.8 12 u 


genden — o, Es wird alfo das Product jener n uns 
beſtimmt angenommenen unter einander gleichen 
Formen i x. Es ſtellt alſo jede von ihnen eine 
Groͤße dar, welche 1 zur ne Potenz EE ‚i+x 
geben CS das heißt jede von ihnen iſt V 1 ＋ K*) 


(1 ＋ x) A , und die unbedingte Guͤltigkeit Nasen 
Satzes für gebrochene Exponenten iſt dargethan. Man 
koͤnnte, auf dieſelbe Weiſe, fie für Wurzelgroͤßen, die 


zugleich Potenzen find, (1 + x) = rechtfertigen. = 
` Ebenfo erhellet auf dieſelbe Art die Anwenbbarfele 
des binomiſchen Lehrſatzes auf Potenzen mit negativen 


Exponenten. Man nehme eine Form, deren Hot, ` 
clenten ſich aus der Zahl = n nach demſelben Geſetze, 
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wie mann aus ihren Exponenten ableiten 


„SET xx. 
Was auch die Bedeutung diefer Form ſeyn 2 fo 
muß fie mit einer andern, die ihre Coeffleienten auf 
eben die Art aus der umgekehrten Zahl In gebil⸗ 


det hat, 1 ＋ BT Bx ＋ B 
multiplicirt, zum Producte eine dritte ähnliche Form 
geben, deren Coefficienten ſich auf die vorige Weiſe 
aus einer Zahl erzeugen, welche die Summe jener 
beyden in den Factoren angenommenen, alſo n T 
iſt. Aber wenn man aus o, nach der Regel, pt, 
möge weicher aus einem angenommenen Exponenten 
ſich Binomiatcoeffieienten bilden, Zahlen zuſammenſetzt, 


ſo wird ſchon die erſte baben 5 B mithin auch alle 
ſolgenden So; mithin iſt das ie der beyden 
angenommenen Formen ST OX. I. Nun 
aber war die letzte von ihnen wuͤrklich (I x)”; es 
muß alfo die erfle, weil fie mit dieſer zum Producte 1 
hervorbringt zu. (x) * geweſen ſeyn. 
e 

Wir werden alſo die aus dem Vorhergehenden 
hinlaͤnglich bekannte Regel des binomiſchen Satzes für 
jeden beliebigen Exponenten gebrauchen dürfen, ſobald 
das ſchon vorläufig angedeutete Geſetz bewieſen iſt, 
welches dem Producte der beyden unbeſtimmten Formen: 
174 f. Ging x? 0 H CH "x DÉI 
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teste, Cider + Ele o. Ze: + Br; 


4 Be IT Tas e RB e 
EE 
angehört, 7 ee — 


Der Anfang der wuͤrklichen Berechnung beftärige 
ſogleich den oben aufgeſtellten Satz. Das erſte Glied 
des Products bekommt zum Coefficienten f ＋ 85 
das zweyte f. ch N24. * Von die⸗ 


ſem lezten iſt = Wé zu zeigen, daß er in der That 
nichts anders iſt, als 1 B= g . LE: 


Denn man nehme erſt den erſten Theil des Factors 
f+g, nemlich k, nur ihn mit dem andern 
Factor (f 1) ＋ g zu multiplieiren; man wird zwey 
Producte, f. (fi) + fg erhalten. Man nehme 
hernach den zweyten Theil eben deſſelben, g, um ihn 
mit der nemlichen Größe, (g= 1) multiplicirt 
werden zu laſſen: es werden aufs Neue zwey Pro: 
ducte entſtehn, kg 4 g (8 1). Es iſt alſo offenbar, 
wenn man dleſe Producte zuſammenrechnet 


E TZ. — e 9 2 


Eben ſo ER das drltte n des Preis den 
Gbeſſelenten f. (KY e E) Ka f. ele si BT? r 
r 5 


en. 


| 46 gi. =. und ei DN bid 


win. 299 7 165 


auf die nemliche Weiſe gehe enden eg er mit 
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4e 8 identiſch ſeyn sii, Denn wenn man den 
vorigen Coeff denten ` `. 
€, en ST Baar SC RER ES 8-2 


mit Di Sacıor d SE 8-2 alten fo DE bey 


gehörig elngeleiteter Sheng gë bie SES diefeg 
dritten Coefficienten heraus, der alſo ebendet wegen 
Lei, Ee CE 482) mm wied. Den 


dieſer Saiten muß man aber, um das angege⸗ 
bene Reſultat zu erhalten, auf eine befondre Art ver- 
fahren, die ſich bey der Entwickelung aller folgenden 
Coefficienten immer ſelbſt gleich bleibt, und auf welche 
der gonze Beweis zurückkommt. Man muß nemlich, 
indem man allmaͤlig jedes Glied der zu multiplleirenden 
Form nach der Reihe vornimt, den multiplicirenden 
Bruch ſelbſt in zwey Thöile zerſällen, fb. daß aus 
jedem Gliede des Multiplicands, weil der Multiplica⸗ 
tor zweytheilig iſt, zwey Partialproducte entſpringen. 
Aber dieſe Zerlegung des Multiplicators in. zwey 
Theile muß fur jedes Glied des Multiplicands. auf 
eine beſondre Art gemacht werden. Es beſteht der 


Zaͤhler des Multipltestors jedesmal aus drey Stuͤcken, 
den beyden Hauptgtößen, fg, und einer davon 


abzuziehenden negativen ganzen Zahl, die im gege He 
wärtigen Falle 2 heißt. Die beyden Theile, in 
welche er zerfallen, ſoll führen jebesmal, der erſle die 
eine Hauptgroͤße f, der zweyte die andre g, an der 
Spize, derthellen aber jene dritte noch ongehenkte 
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negative Zahl bey jeder Multipllcatlon unter ſich auf 


andre Weiſe. Bey der erſten zieht die erfte Hauptgroͤße 


ſie ganz an ſich, ſo daß alsdann der Multiplicator die 


Form (f 22 a 75 a Bey der zweyten laßt 


a re 

die erſte Hauprgröße von stet eine Einpeie 

fahren, die fich zur zweyten geſellt, ſo daß im vorlie⸗ 

genden Falle der Multiplicator die Geſtalt f- u + g-1 
* 3 e 


3 


erhaͤlt. Und ſo wird bey jeder folgenden Multiplica⸗ 


tion dem erſten Theile des Multiplicarors eine mehr 
von den ihm onfſongs völlig beygelegten Einheiten der 
negativen ganzen Zahl abgenommen, um dem zweyten 
Theile beygelegt zu werden. Hat auf dieſe Art jedes 
Glied des Multiplicands zwey Producte gegeben, fo 
zieht man jedesmal das zweyte Product der vorher. 
gehenden Multiplication mit dem erſten der naͤchſt⸗ 
folgenden, in eine Summe zuſommen, und erhalt fo 
das Reſultat in der gewuͤnſchten Geſtalt. Die Aus⸗ 


führung der Arbeit nach dieſer Vorſchriſt wird die 


Zulaͤſſigkeit derſelben bewelſen. 

Um alfo die Form k. EINEN f. S 4 g ec 
auf die eben eiten Alt mit f + 14222 e Sch 
üplieiren, nehme man ihr erſtes Gies, — en. -1), 
und für daſſabe als Multipllcatot GA 4 * 
wi: 2 deen m 9 ` ee 6. K 10 (f- 2 


Ze Wi "85:5: 
— 
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＋ f= 2 Eben fo ihr zweytes fg, und dazu 


. 


als Mulapilcntor EL u + ES 07 ſo entſtehn die 
Producte d a 2 8 e 1). Zulezt ihr 
drittes ge 2. - und = ihm als Multſpllea⸗ 
tor = + (g-2 ch 5 bilden ſich die Producte 
2. ech 9 4 8. (2-9) (g-2). Man vereinige zuletzt 


ER a abe MTW SI 


bie geſundenen Producte auf dle vorgeſchriebene Art 
F. (FKK- Fr f. 2 2 


wäsch Lt rt ei? 
| ab S ee) 


f. (f- i) (F- SES? Ge 25 rf. 5 Sl. 88 
1 5 8 „3 1.5 2 „9 


Eine Form, weiche et ber P belt nn 


ibeneifch ift, mithin beweißt, daß er ſelbſt Të 685 
ſeyn mäffe 


Zur Uebung in Fr Sragttridange ` ee? 
mag noch der vierte Coefflcient des Producers > 
Eet 

Wë ae A 2 4 1 er 3 


f. Enns + em. (e E e ei). Lied 


iber TE Wa e benjeifen,, Sen er SS 


Multiplcatlon des eben betrachteten dritten mit 
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S ad 
f+g-3 entſtehe, und alſo Te B feyn werde, da 
4 


dieſer Lg B geweſen iſt. 
Der erſte Theil des Multiplicands iſt Hier f. (fu, (f-2) 


er eg zn AR 


Der fuͤr ihn geſormte Multlplicator Enter 


3 
Die aus ihm entſpringenden Producte | 
FÜ. E-DE-)HEN: er (f 3; Dre 


E ar See P WS eur" 


Der zweyte Thell des Multipllcands ee 
P 2.3 
Sein Multiplicator -2)+(g-N 


4 H 


Seine Producte F.(F-1).(F-2). SEI. (a (f-1). = SH 


ls a Ké 2 e K ag 1. od és e 
Der dritte Theil des Multiplicands f. g-(e Je? n 
Deſſen Multiplicator (1) 18 e 
4 4 


Seine Producte f. (A). g. (g-) ＋ f. g. (8-1). (8-2) 
7 r 


Der vierte Theil des Multiplicands g. (2-1). (8-2) 
3, 3 3 


Sein Multlplleator 8 
4 4 


Seine Producte fg. (8-1). (g-)+8-(8-1) (8-2: (8-3) 
4 23.9.3 12 3 4 

Ston Ger jetzt die Producte diefer Multiplicatlonen 

in der vorgeſchriebenen Ordnung zumſammen um ſie 

zu vereinigen 


= 
— — 
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f. N e IE 1 AN hecht: 


9 


Lt 22 EE A K a 
Dre SH Ee? 


13 4 2 23 


eg Lei le: 


2 * 4 


ee ea. g. Ek. Sie Ss 


1. 2. 4 

— 2 Sr ee erer? (8-3) 
4.1 SCH SE E ey 3 4 

Tf.) g. Le-) Tf. g. (g-) (2-1) e 1).(g-2) (g-3) 
T BEE 


Auf dieſelbe Welle koͤnnte man fortfahren, auch für 
die ſolgenden Coefficienten des Products zu zeigen, daß 
ſie aus den vorhergehenden nach demſelben Geſetze ent⸗ 
ſtehn, wonach ſich die ſueceſſiven Binomialcoefficienten 
einer Potenz, deren Exponent IJ. e heißen ſollte, 


Kaus einander erzeugen würden. Es iſt aber genug, 


fi durch wuͤrklich angeſtellte Rechnung davon uͤber⸗ 


a zeugt zu haben, daß die erſten Coefficlenten des Pro⸗ 
ducts dieſem Geſetze unterworfen ſind. Seine Guͤltig⸗ 


keit für alle übrigen wird bewieſen ſeyn, ſobald darge⸗ 
than werden kann, daß es für jeden nachfolgenden Coef⸗ 
ſiclenten Statt haben muͤſſe, falls es für den noͤchſt⸗ 
vorhergehenden, unbeſtimmt gelaſſen, der wievielſte es 
ſeyn ſoll, als gültig angenommen wird. Das heißt, 


in Zeichen ausgedruckt, wir haben darzuthun, daß, 
wenn der rte Coeff dent, welchen das Product unſrer 


angenommenen Formen aus unmittelbarer Multiplica⸗ 


2. 


tion erhält, 72: gemefen iR, der ſelgende ru 

€ dier. wie ihn die Multiplication ergibt, aus 

jenem nächſt. vorhergehenden durch Hinzufügung des 

Factors f Lian gebildet werden Dam, und alſo, 
RA VC ? 20. 

dem zn Geſetze ge gemäß, 
20 anch 1 105 Dania (bin 

b e? a 

Së mm iq dt? n Bat ur Palm 

BCC wir uns zur Abkuͤrzung DE 5 

fürs Binomtolcoefficienten eingeführten Zeichen, Se 

die benden mit Eder zu ere 


äer bi BARS, RR Hr, 
I d EH + Bu. A Sien e SEN kK 2 Bu- > KAN 
...... a Ban A EEE EHER E EN "Sei 


Will man das rie Glied ihres Products, fo muß man, 
um deſſen Coefficlenten zu erhalten, alle Partiolpro- 
ducte aus denjenigen Coeffielenten der beyden Reihen 
bilden, von welchen die Indices zuſammen r ausmachen. 


Es iſt alſo allgemein der SCH Theil biefes Zerf, 
"e / e rel Kr € 

denten ES SD, und eben fo der ki Theil HG 

rk 


B. 52, Noch eben dem Geſetze bildet ſich der 
Coefficient des naͤchſtſolgenden, r P. ten Gliedes, wenn 
er durch unmittelbare Mu tee geſucht wird. 


Sein kter Theil wird ſeyn: KH 8 B. Und der ge⸗ 
wünschte Beweis wird darzuthun haben, daß die Form 


de e Eoefficienten , mit dem Factor fPger multi. 
xt 
nien, genau die Form des r T iten hervorbringe. 
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Die Ordnung, welche man bey der Multiplicatlon 
zuſammengeſetzter Ausbrüde beobachtet, iſt willkuͤhrlich. 
Wir wollen alſo in dieſer Ruͤckſicht Folgendes feſt 
ſetzen. Es fol ‚olmälig jeder Theil des Multiplicands 
nach der natürlichen Rangfolge multiplicire werden. 
Aber aus jedem ſollen zwey Producte entſpringen, 
dadurch, daß der Multiplicator für ihn in zwey Theile 
zerſchnitten wird. Man ſoll nemlich dieſen jedesmal 
in zwey Brüche zerreiſſen, wovon der erſte die Haupt: 
groͤße k, und ſoviel negative Einheiten, als die vor⸗ 
handenen, x, übrig. laſſen, wenn man fie um die 
Zahl des aus dem Multiplicond genommenen Thells 
verringert, zum Zähler bekommt; während der Zaͤhler 
des zweyten Bruchs die andre Hauptgroͤße, g, zuſammt 
den bey der Bildung des vorigen weggelaſſenen negativen 
Einheiten, in ſich ſchließen ſoll. In Zeichen: wenn 
man den kten Theil des Multiplicand behandelt, fo 
fol der Multiplicator in die beyden Bruͤche -(r-k) + 


-k zerlegt werden. Ferner wollen eh be, der 
zei, von 8 Partialproducten, die aus 
dieſen ſucceſſiven Multlplieationen entſpringen, allemal 
die Regel beobachten, daß ſich das zweyte, welches 
aus einem gewiſſen Theile des Multiplicands entſpringt, 
mit dem erſten, welches aus dem naͤchſtſolgenden 
Theile eben deſſelben entſteht, zu einer Summe verel⸗ 
nigen fol. In Zeichen: um das kte Glied des 
Products zu erhalten, all ſich das zweyte Partial⸗ 
Product, welches aus dem kiten Theile des Mul⸗ 
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iplicand entſteht, mit dem erſten, welches aus dem 
kten Theile des nemlichen erzeugt wird, vereinigen. 
Noch dieſer deutlichen Bezeichnung des zu beobachten 
Verfahrens, wird es leicht ſeyn, zum Reſultate zu 
gelangen. 


Die Form des unbeſtimmten rten Cote bat zum 
rk) kt 


k - ten Tpelle kB. 6 
für dieſen iſt £- freies (k- 1 ＋ = - ber Mutipficte 


7 e r T 
Mithin das zweyte der daraus entſtehenden gert, 
) kt 
produete — f B 6 B. (g- k). 
rat 


Nun aber iſt es aus den Regeln der s für. bie 
5 bekannt, daß 28 =(g- kon). 


3, ſo daß alſo, wenn man das ebengenannte get 
im Zähler und Nemer = d =, 1 muftiplieiren will, 


es abgekuͤrze durch Gë. 8 5 SCH ausgedruͤckt 
werden kann. kën 


Ferner iſt der naͤchſte te Theil des Multiplicandꝰs 


Kk K 
B. s Bfüͤr ihn mirdf-(r-k)- -K) der Multiplleator 
BE ET ru = 
Mithin das erſte der beyden, aus biefen Boctren 


entſpringenden Producte = [f-(r-k)] 18. e B. 
rr 
Man kann aber auf ee Weiſe wie vorhin, da 
-K T 
It Ce )k]. 78, indem man Sie und 
The 
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Nenner des In Products mit (r K ＋ 5 e 
det, es au die einfochere Geſtalt H Dk, 4B. 8 B. 


ër 


Die Summe der beyden, fo erzeugten, Partialproduete, 
und in ihr das kte Glied des geſuchten Totalproducts 
ergibt ſich ſogleich, da die beyden Binomialeoefficlen⸗ 
ten, ſo wie der Diviſor, welche in ihnen vorkommen, 
identiſch ſind, und nur die beygeſetzten Factoren elne 
Abweichung zelgen. So gibt das erſte 


SE k 
fo em k 
| und. das zweyte 7. 8B. (r- 1 zuſammen addirt 
3 2 
FR. 0 (Kr BEER 88. 
r 
Nun aber haben wir geſehn, daß der 1 + ite Coeffl. 
dent unſerer angenommenen Formen ein zuſammen⸗ 


geſetzter Ausdruck war, von welchem allgemein der 


kte Theil durch Gë 8 dargeſtellt wurde. Es iſt 
alſo jetzt dorgethan worden, daß jedes Glied des 
r I ıten Coeffieienten herauskommt, wenn man die 
ſucceſſiven Glieder des naͤchſt vorhergehenden rten mit 
dem Factor multiplieirt, welcher dem rien Binomial⸗ 
coeffleienten der Potenz des Grades kg beygefuͤgt 
werden muͤßte, wenn man den naͤchſtſolgenden ben, 
derſelben erhalten wollte. ft folglich nur irgend ein 
Coeffieient des Produets von jenen beyden Formen auf 
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die angegebene Weiſe nach dem Geſetze der Binomfal. 
coeffieſenten gebilder, wie wir z. E. fir die vier erſten 
es durch wuͤrkliche Rechnung bewleſen haben, fo muß 
es mit jedem wachen e re 2 der 
Fall ſeyn. n si 


Es iſt ſchon im Anfange dieſer Wee ge⸗ 
zeigt worden, daß die unbedingte Güfrigfeit des bino⸗ 
miſchen $ehrfaßes für negative und gebrochene Expo⸗ 
nenten elne unmittelbare Folge des eben abgeleiteten 
Satzes ſey, ſo daß wir alfo jetzt berechtigt ſind, die 
bekannte Formel („e i nx En. LS NES 
An, nern). als für jeden Seliebigen Werth 


RECH 
des Exponenten n gültig anzunehmen. Man kann 
ihr auch genau. dleſelbe Geſtalt wieder geben, unter 
welcher ſie zuerſt in Beziehung auf ganze poſitive Ex⸗ 
ponenten vorgekommen iſt. Denn die Form (a 4% 


| iſt einerley mit a ( * 2 Man ſetze a 
nur in dem obigen Ausdrucke für Das anſtatt 
‚x ben Buch a, fo gibt er die Entwicklung von 
0 14 di Man e endlich alle Glieder 
Hier Reihe mit a”, fo afätt man den Werth 
don Cree, hattet 


— Te gen 


1294 


Die bekannte anfängliche Formel,; nur daß ſich jetzt 


ihre Bedeutung auf alle Arten von Eege E? 
weitere hat. 

Es verdient ST eg bemerkt zu werden, daß 
tie Reihen, welche ſich nach dieſer Formel entwickeln, 
nur dann von ſelbſt abbrechen, wenn der Exponent 
eine ganze positive zahl iſt, hingegen fortgeſetzt wer 
den können, ſo welt man will, ſobald er eine negatlve 
Zahl, oder ein Bruch ſeyn ſollte, ein Umſtand, welcher 
mit der Natur der Operationen, welche durch ſolche 
Exponenten angedeutet werden, nothwendig verbunden. 
it. Es kann für den Gebrauch von Nutzen ſeyn, 


dasjenige was ſich in der allgemeinen Formel für die 


beyden letzten Fälle ſpeclaliſiren laͤßt, näher zu bemer · 
ken. Es ſey alſo zuerſt der Exponent eine negative 
Zahl ng m, alsdann werden alle die einzelnen 
Factoren, aus denen ſich die Zaͤhler der Binomial⸗ 
coefflcienten bilden, nehotive und ſucceſſiv um eine Ein. 
heit wachſende Zahlen, m, -(m +4) u ſ. w. Die 
Producte aus ihnen alſo bekommen, je nachdem ſie 
von gerader oder ungerader Zahl find, das , oder 
das — Zeichen, und fo. erhält man bequemer 

dE x) n-ı— mx rm, > cke, 


(-1)’.m» * esche .. eine Eé 


in eier. CH SS bie Abwechſelungen der Zeich en 
wegfallen wurden, wenn die Form, welche zur Potenz 
erheben wird, im zwenten Theile ſelbſt negativ wäre, 
oder (1 x)” ſeyn ſollte. . 
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Auf ahnliche Weiſe ſey der Exponent ein Bruch 
Wee a Alsdann werden die einzelnen Factoren, woraus 


die Zähler der Binomialcoefficienten entfpringen, aus 
einem Bruche, an den ſich allmälig als abzuzlehend 
die ſucceſſiven ganzen Zahlen henken, gebildet. Bringt 
man die beyden, woraus jeder einzelne Factor beſteht, 
auf einerley Benennung, fo bekommt man Bruͤche, 
von denen jeder den vorigen Nenner behaͤlt, aber im 
Zaͤhler den Zaͤhler des anfänglichen Exponenten, um 
die fucceffiven Vielfachen feines‘ Nenners eg all⸗ 


maͤllg aufnehmen muß. In Nan U ar 
+p.(p-g)x®+p. (e- p-20) x5. p. e i 


1. 2. 5 1.2.3 5 Kaff 
Dieſe lezte Formel kann, nach Beſchaffenheit des 
Bruchs, welcher den Exponenten abgibt, ſehr verſchie⸗ 
dene, noch mehr zuſammengezogene Geſtolten onneh⸗ 
men. Es ſey z. E., welcher Fall beſonders haufig 
vorkommt, der Exponent — . Alsdann find die ſuc⸗ 
ceſſiben Vielfachen des Renners die ſucceſſiven geraden 
Zahlen. Der Zäpler iſt — 1, fie geben alſo, von ihm 
abgezogen, die ſucceſſiven ungeraden Zoblen mit 
dem — Zeichen. Die Producte aus Ihnen, das heißt 
die Zähler der Binomialcoefficlenten, ſind alſo Producte 
aus fo vielen von den erſten ungeraden Zahlen, als 
ihr Jader Einhelten bat, pofirto oder negativ, je 
nachdem eben derſelbe gerade oder ungerade iſt. Der 
Nenner jedes Blnomlaleoeffſelenten iſt ein Product 
| Na 
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eg fo vielen der erſten ganzen Zahlen, als fein In⸗ 
der Einheiten hat, in eben fo viele von den Nennern 
des gegebenen Exponenten, das heißt bier in eben fo 
viele 2, Aber die ſucceſſiden ganzen Zahlen, jede mlt 
2 multiplicirt, geben die ſucceſſiven geraden gien 
Und fo wird 
(rs) Än ett er. 
. 7 E 
Fuͤr den Zweck EEN Berechnung, ift es „kerl 
am beſten, ſich die Werthe der Binomialcoefjicienten 
der om haͤufigſten vorkommenden Potenzen in einer 
eigenen Tabelle, wie Pr am Ende angehenkt iſt, nie⸗ 
N St ` 
Neuntes Kapitel. 
Der Polynomiſche Lehrſatz fuͤr beliebige 
Exponenten in independenter und recurri⸗ 
render Form. 


Die ER Aufgabe, elne aus unbeflimme 
vielen Gliedern zuſammengeſetzte Form auf die Potenz 
eines beliebigen Exponenten zu erheben, von welcher 
die Wurzel» Auszlehung als ein beſondrer Fall bes 
trachtet wetden kann, loͤſet ſich durch Hülfe des bino⸗ 
siet eu ee ſehr Gë auf. Es ſey die Form 


3 se, e Eë? .. gegeben, um zur 
Potenz des Grades n, welcher nun nach Belieben eine 


poſſtive, negative, ganze, gebrochene Zahl ſeyn mag, 
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erhoben zu werden, fo daß fih das Reſultat in elne 
auf gleiche Weiſe ſortſchreitende Form entwickeln ſoll. 
Man behalte ihr Anſangsglied, a, als erſten Theil, 
bezeichne aber den Inbegriff aller folgenden fir den 


} 1 E 
Augenblick durch ein einfaches Zeichen, ax! 35 a x 2 


+ ax" ..; b, und man wird (a+b)” % 
berechnen haben, welches durch unmittelbare e 
dung des n schrfages ege geschehen kann. 
bse k „Ba ba. b. „erb. 
+" Ban br. Sn den ſucceſſiven Gliedern dieſer 
Reihe werden die ſucceſſiven Potenzen von b gefodert, 
und fie find. es, welche noch einer ferneren Entwick⸗ 
lung beduͤrfen, da jenes Zeichen nur einſſweillg, als 


Andeutung der Form ax 1 4 = Se zk E . ge 
braucht worden iſt. Man hat alſo eltmälig. alle 
Potenzen dieſer Form, von der erſten an, zu den 
ſucceſſiv hoͤheren hinauf, zu berechnen, jede mit dem 
vor ihr ſtehenden Factor aus der binomiſchen Entwick⸗ 
lung zu multipliciren, und alle dieſe einzelnen Reihen 
in elne Summe zuſammenzuziehn. Zu einer ſolchen 
Berechnung aber ſind wir durch die ſchon ausführlich 
abgeleiteten Regeln der Multiplication vollkommen aus: 
geruͤſtet. Wenn eine Form, wie die angegebene , auf 
die Potenz eines ganzen und poſitlven Exponenten 
erhoben werden ſoll, fo bildet ſich eine ahnliche Form, 
in deren niedrigſtem Gliede die Haupiaröte, auf den 
Grad det gefoderten Potenz We erhoben ; bieder 


Ki 
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erſcheint; in deren folgenden allmaͤlig die nͤͤchſthoͤheren 
auftreten. Die Coeffieienten ſind Inbegriffe von 
Combinationsſormen, die ſich aus denen der Grund- 
ſorm als ihren Elementen bilden; fie gehoͤren Gap, 
ch der Claſſe, welche durch den Grad der zu berech⸗ 

nenden Potenz angegeben wird, und der Summe, 
welche der Exponent der in jedem einzelnen Glie de 
vorkommenden Potenz andeutet. Jede einzelne Form 
muß mit ihrer Verſetzungs zahl multiplieirt werden. 
Dem gemäß laßt ſich der Gong aller dieſer Entwick⸗ 
kungen ſehr leicht ſolgendermoßen“ andeuten 
Es entfpringe 
aus die Reihe 


1 n 
& a 
De * 


S "rer Asa sg J Cin 


2 E 2 © 3 e 
Ba abr „ Be Cx Cr Et) 

3. 7 3 3 
Bas hä. Ba- CN 
„Barbe „Ba- a i S HA ster A 


und es iſt die Summe aller diefer Reihen, welche 
das Gefuchte in gefegmägiger Geſtalt darſtellen wird. e 


Am bequemſten zieht man das Reſultat der E 
zen Entwicklung ſogleich in ein allgemeines Glied 
zuſammen, indem man die Frage aufwirft, aus was 
fuͤr Theilen der Coeſſiclent eines bellebig gewaͤhiten 
Gliedes z. E. des ‚ten, welches x enthalten wird, in 

der zulezt berworgehenden Form ſeyn muͤſſe. Nun 
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gibt offenbar jedes Glied der. binomiſchen Reihe, vom 
erſten nach dem anfänglichen an, bis zum rten hinauf, 
wenn man in ihm für b feinen Werth ſetzt, und es 
alsdann entwickelt, einen Theil, welche in x ` mul⸗ 

üplicirt ſeyn wird; man darf alſo, vorausgeſetzk, 
daß k irgend eine ganze Zahl, kleiner als r bedeutet, 
behaupten „ daß der hie unter den Theilen, welche fa 
jene Potenz der Hauptgroͤße muitiplieirt werden 
muͤſſen, aus den hien Gliede der binomiſchen Reihe, 
indem es ſich entwickelt, und dasjenige Glied dieſer 
Entwicklung, welches in eben dieſe Potenz der Haupt⸗ 
größe multiplicirt iſt, hergibt, genommen werden muͤſſe. 
Nun iſt das hi Glied der das Ges Reihe 


Ba . Da 63 * dg" In, und 
wenn von (ax + eg, * das — 5 geſodert wird, 


worin & vorkommt, fo iR. es be x= Man verſehe 
es mit dem Factor, welcher in der binomiſchen Reihe 
neben der zu entwickelnden Potenz Bett „und man hat 
den hien Theil, von denen, welche nach vollendeter 
Rechnung zu x" gehören werden, das heitzt, den 


km Theil’ des ganzen Coefflekenten von & Ba eet, 
Man brauche in dieſem unbeſtimmten Ausdrucke nur 
fuͤr h allmaͤlig alle be von 1 an bis 1 hin, zu 
ſetzen, um alle Theile zu erhalten, woraus ſich der 
geſoderte Coefficient des vim Gliedes erzeugen wird. 
Es mag das Zeichen I, vor einen, aus unbeſtimmten 
Zohlen gebildeten Ausdruck geſetzt, andeuten, "daR: für 
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eine jener Zahlen allmaͤlig  fureeffive ganze Zahlen 


ſubſtituirt und die daraus her vorgehenden ſpeciellen 


Werthe in elne Summe zuſammengezogen werden 


ſollen. Die unbeſtimmte Zahl, welche ſich fpeciatificen 
ſoll, mag zur Seite daneben, und unter ihr die erſte 


und lezte der ganzen Zahlen geſetzt werden, in welche 


fie ſich allmaͤlg verwandeln ſoll, ſo daß Er 005 
bedeutet, es ſoll in einem Auscrucke für bh ollmätig 
jede gonze Zahl von 1 an, bis r hinauf, incluſive, 
geſetzt, und alle feine daraus her vorgehenden beſtimm⸗ 
ten Werthe in eine Summe zuſammengezogen werden. 


Durch Hülfe dleſes Zeichens kann das allgemeine 


Geſetz des polyuomiſchen Satzes in . Formel 
e werden. 


Die Größe wa be | tan, SÉ 
entwickelt ſich, was auch der Geen ſeyn möge, 
in eine noch Potenzen von x ſortſchreitende Form, 
von welcher, vorausgeſetzt daß die nachfolgenden Coeſſi⸗ 


cienten der Grundform, 4 2 ` .. als combinator iſche 
Elemente; die daraus gebilderen Complexionen olg 
Produete aus dleſen Elementen; ihr Inbegriff als 
ass da Se allgemein das rte Glied 


IO "enga rckerdie: ſeyn wird. | 

Es kommt alſo, bey wuͤrklicher Rechnung nach 
dieſer Formel, die Hauptſache darauf an, alle Combina« 
tionsformen, welche der nemlichen Summe ongehoͤren, 
(denn r bleibt immer daſſelbe, ſolange der Coefficient 
eines beſtimmten Gliedes berechnet wird) > für alle 
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‚möglichen Claſſen (denn h nimt allmällg alle Werthe 
von 1 bis r an) vollftändig zu entwerfen. Es bedarf 
zu dleſer Abſicht keiner andern Regeln, als der ſchon 
im Vorhergehenden vorgekommenen, durch deren Hilfe 
ſich allmaͤlig für jede Claſſe, von der erſten an, bis 
zu der hoͤchſten hinauf, die der gefoderten Summe 
gehoͤrigen Formen finden laſſen. Da es indeſſen nicht 
nothwendig iſt, die arithmographiſche Ordnung zu 
beobachten, ſondern hier in der Entwicklung der Formen 
ebenſogut die lexleogrophiſche gebraucht werden darf, 
ſo könnte, in der That eine Menge von verſchledenen 
combinatoriſchen Regeln für die geſoderte Operotlon 
gegeben werden, wenn es ſich überolt für die Zwecke 

der Analyfis der Mühe verlohnte m). 


n) Man hat ſich in der That, nicht bloß bey den 
neueren Bearbeitungen der Combinationslehre, fons 
dern ſchon fruͤher, mit mancherley Regeln fuͤr die 
Bildung aller Combinations formen, die zu einer 
beſtimmten Summe geboren, beſchaͤftigt. Die 
meiſten dieſer Regeln ſind combinatoriſch recurri⸗ 
rend, oder involutoriſch; man findet z. E. vermoͤge 
ihrer aus allen Formen, die einer gewiſſen Summe 
angehdren, durch Vorſetzen neuer Elemente, und 
Austauſchen anderer, diejenigen vollſtaͤndig, welche 
zur naͤchſt höheren Summe gerechnet werden muͤſſen. 

In einer umfaſſenden theoretiſchen Darſtellung der 
reinen Combinationslehre mögen ſolche Unterſuchun⸗ 
gen ihren Werth haben, für die wuͤrkliche Rechnun⸗ 
gen beſitzen Be ihn nicht, und man ſcheint beynahe 
vergeſſen zu haben, daß unſre Buchſtaben < Ausdruͤcke 
aur Andeutungen von Rechnungen ſind, und daß 
Recurſſonen unter folchen Andeutungen, die nicht 


Sta 
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Sind die einzelnen Combinationsformen entwickelt, 
fo verſehe man jede von ihnen mit der ihr gebuͤhren⸗ 


mit Recurſionen der durch fe berechneten beſtimmten 
Zahlen zuſammenfallen, fuͤr die Analyſis als ſehr 
unnütz betrachtet werden muͤſſen. Was den einzel⸗ 
nen Formen, aus deren Inbegriff ein gewiſſer 
Eoefficient erwachſen ift, abgenommen oder zugefuͤgt 
werden muͤßte, damit ſtatt ſeiner der naͤchſtfolgende 
E: f Coeffieient zum Vorſchein kaͤme, zu wiſſen, erleich⸗ 
S tert die wuͤrkliche Berechnung ſehr wenig; es würde 
fuaſt unertraͤglich ſeyn, wenn bey wuͤrklicher Poten⸗ 
ziirung einer gegebenen Form, viele von ben Tor 
ceſſiven Gliedern des Reſultats auf dieſem Wege 


EN berechnet werden ſollten. Die wahre, brauchbare 
| aualytiſche Sec: fen gibt allemal eine Regel, um 


aus den vollſtaͤndigen Werthen fruͤher berechneter 
Coefficienten allmaͤlig jeden nachfolgenden zu finden. 
Und dazu kann, wenigſtens für den Fall des poly⸗ 
nomiſchen Lehrſatzes, keine jener bloß combinatoria 
a ſchen Regeln behuͤlftich ſeyn. Hoͤchſtens da, wo es 
g darauf ankaͤme, (är mehrere der ſueceſſiven Coeſſi⸗ 
denten die einzelnen Producte, aus deren Zuſam⸗ 
menfaſſen ſie ſich bilden ſollen, anzudeuten, koͤnnen 
ſie mit Nutzen gebraucht werden. Und ſo mag hier 
die eine oder andre von den dazu behuͤlflichen Vor; 
ſchriften eine Stelle finden. Um aus allen Combi⸗ 
nationsſormen zu einer gewiſſen Summe die zur 
naͤchſthoͤheren zu finden, fee man ihnen allen 
1 vor, und vertaufche außerdem in allen, die es 
ohne Unordnung geſtatten, das Anfangselement mit 
dem naͤchſthoͤheren. Oder man nehme allmaͤlig alle 
Elemente, und ſetze ſie hinter alle Complerionen 
aus den Elementen, welche nicht niedriger ſind als 
ſie, und zu einer Summe gehdren, die durch fie ſelbſt 
u der dëng ergängt wird. 


t 
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benyPermitotionszoßt, realiſire dieſe Produste aus den 
gegebenen Elementen, und addire zunaͤchſt nur diejeni⸗ 
gen, weiche zu der nemlichen Claſſe gehoͤren, in eine 
Summe zuſommen. Denn der Inbegriff dieſer 
Formen bekommt einen gemeinſchoſtlichen Factor, aus 
einer beſtimmten Potenz vom Anſangegllede der gege⸗ 
benen Grundform, und einem Blnomialcoefflcienten 
deſſen Rang und Zahl gleichfalls vorgeſchrieben iſt, 
durch Multiplication erztugt. Eben darum iſt es, 
wenn ein einzelnes Glied von der Zoo, eines 
Polynomiums geſodert werden ſollte, immer am bes 
quemſten die Combinationsformen in keiner andern 
als der orlchmogrophiſchen Ordnung zu entwickeln. 
Die uͤbrigens bey det Berechnung zu beobachtende 
Ordnung findet Dt von ſelbſt aus der Grundformel n). 
ee 8 


I 


* 8 E es 
den Gef ’ e . 22 


2) Sollte z. E. von (g-+-2x-H- 5x2 EN 63 ..)” 
das Are Glied nach dem anfänglichen berechnet werden, 
ſo 3 man, ieee daß die — 


1 2 3 


h 
SE 2 bedeuten, a: es d'M 
% 973 6 e 


zu berechnen. 


2 
= 


E 
Nun iſt 28 4 7 v 
\ SE e, E ZA en 
we ae ee A 4 — 
ere dee a „Be — 5 5 
5 d 4 y 51 D 16384 


1 
* 
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Oer Ausdruck des ganzen Geſetzes vereinfacht Dé 
noch etwas, wenn man, was mit einer leichten Modl⸗ 
fication ` mg immer geſchehn kann, das An⸗ 
fongsglie® der Grundform 1 ſeyn läßt. Denn alsdann, 
konnen die Potenzen des Anſangsgliedes allenthalben, 
wo ſie als Facteren vorkommen, weggelaſſen wer⸗ 
den; es wird alſo von der Reihe, welche aus 


x % * 
Tax! ＋ ax 8 .. Tax. A" entſpringt, das 
h h h, 
tte Glied ſeyn D v SCH Da Bp C) sr, 


: | — nn 
Man berechne alfo ferner 
g SC realiſirt 6 


multipl. mit „Ban- = en: 


t 
ET 3——12 
22 4.25 
f N +13 
multipl. mit u Ban- = 
| en ien 


A 


7 
SES 30112 — DO 
Bag mit „Ban 3. e 


272 
gn: — 16 
multipl. mit Ban- A= A 


— TS — 6 
Summe I — 2821 871 


Mithin das geſuchte Glied 3423 x*. 
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Bil man hingegen die Geſtalt der Grundform 
a ſo erweltern, daß e Exponenten in ihr überhaupt: nur 
ehne arithmetiſche Progteffien bilden, fo hat dies auf 
unſre erſte Formel nur geringen Mäe Denn man 


kann RR: as + ano aan, > po 


zen (3 4. aK 8 25. .) n. Deuter man in der 
eingeklammerten Zb * > augenblicklich durch u an, 


fo wird fie (a A e u ES au 2, —* ge? BC be⸗ 


trachtete Form, deren rä Glied (* rn Ba w pe 
iſt. Setzt man in ihm fir u feinen Werth zuruͤck, 
ſo erhält man ſtatt ur, r'; fügt man den vorhin 
abgeſonderten Fackor xen wieder bey, fo ergibt ſich 
das rte Glied der Reihe (ax ax, . ). 


h n. h. | 
Gn Barip'C)xenkr wobey alſo dle 


Regel für die Berechnung des Coefficienten ganz die GE 


vorige bleibt. Man bot nur in Abſicht auf die 
Potenzen, die in den einzelnen Gliedern vorkommen, 
zu‘ bemerken, daß fie nach derſelben Progreſſion, wie 
die der Grundform ſortſchreiten, und der des Anfangs⸗ 
gliedes gefunden wird, wenn man den, welchen die 
Grundform im Anfangsgſtede führe, mit dem Grade 
der Potenz multiplieitt, worauf die Grundform ſelbſt 
erhoben werden ſoll. | | 
Der erſte Hauptthell von den Betrachtungen, welche 
die Berechnung beliebiger Potenzen eines einſach gefeg- 
maͤßigen Polhnomiums betreffen, der independenten 
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Beſtimmung jedes Coeffeienten in der ſich dabey entwickeln. 
den Form gewidmet, iſt in der vorhergehenden Ableitung 
enthalten. Aber ſowohl die Vollſtaͤndigkeit der Theorie, 
als die Bequemlichkeit der wuͤrklichen Berechnung ver⸗ 
langt noch eine recurrirende Beſtimmung, die uns in 
den Stand ſetzt, aus ſchon bekannten Werthen früherer 
Glleder in eben derſelben jedes nachfolgende abzulelten. 
Wir wollen verſuchen von jener erſten au biefer lezten 
den Uebergang zu finden. e 


Als in der lehre von der Diolſton für den Quotlenten 


" Më H ` 
- 75 — — der Werth geſucht wurde, 
(t - ax —- ax. ax 


ee eg mot, ben Quotienten be A+ Ax = 
.+ 4 1 andeutend, bie Recurſi ſonsſormel e 


Te 2 r-2 K r- K 


17 t 
A AA . 4. „ TaA. . ＋ a A. Daraus leiteten 
wir nachher die independente Regel ab, welche in 
de iesigen Serge Bezeichnung durch 


( $ = pi 0 2 = A angedeutet werden kann. 


Gegenwärtig baben 1 wenn die aus (a BE ax 1 


H 


a 8 1 * ES 

a x 2. ax . )* entſpringende Reihe zë, 
` 1 CR T R 

A--Ax+Ax?..+Ax" bezeichnet wird Be: A 


den independenten Werth G Ban p- e ër 


und fragen ruͤckwaͤrts nach einer Recurſi dusk, wor⸗ 
aus er entſpringen koͤnnte. , 
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Es iſt offenbar eine große Aehnlichkeit zwiſchen 
dem letzten independenten Ausdruck, und jenem 2 der 


Divifion betrachteten. Wäre der Factor „Ban- d 
nicht in Beien, das heißt, Gren die permutlrten 
Combinationsſormen nicht mit einem Binomialcoeffi⸗ 
clenten der gefoderten Potenz, beffen Zahl ihre 
Claſſe beſtimmt, und einer gleich falls davon abhaͤngen⸗ 
den Potenz des fen Coefflcienten der Grund form 
multiplicirt werden, ſo fiele er mit jenem völlig zu⸗ 
n und es We lier 25 vorige Recurſions⸗ 


formel Kan, + Ke BEN gleichfalls guͤltig 
ſeyn. Indeſſen iſt die Frage gewiß ſehr natuͤrlich: 


ſollte nicht, da ein in der Größe A vorhandener Factor 
das Einzige iſt, welches verhindert ſich zu ihrer 

recurrirenden Beſtimmung dieſer Formel zu bedlenen, 
e dadurch, daß jeder der vorhergehenden Groͤßen im Re⸗ 
curriren ein eigner Factor beygegeben würde, mit Bey. 
behaltung der uͤbrigen Formel das Geſuchte geleiſtet 


1 8 K 
werden koͤnnen, mithin, wenn unter k., f. f.., ſolche, 


noch eee Factoren zu verſtehn wären, vermoͤge 
1 11-1 9 2 r K KTK 


einer Formel wie E: faA-+faA. aA . fa A. 
ſich die Beziehung unter den ſucceſſiven Coefficienten 
darſtellen laſſen? 


Wir nehmen zu dieſer Abſicht irgend dien mie 
pe Permutatlonszahl und dem anderweitig ihr ger 


bütendem Factor vefehene Gieres ans A 


4 


TE . DIT 


208 


SS heraus, um zu fragen, welchen Antheil die ſchon be⸗ 


’ er Eck 
kannten vorhergehenden Größen, A... A,. . A, wenn fie 


auf jene fingirte Art zur Bildung von A gebraucht 


ſeyn ſollen, daran gehabt haben muͤſſen. Elne mit 


ihrer Permutationszohl verſehene Tombinatlonsform 
bedeutet eigentlich einen vollſtaͤndigen Inbegriff aller 
Varlatlonsformen aus den Elementen, die fie enthält. 


N * x 
Einige dieſer Variationsſormen werden a an der Spitze 
fuͤhren; ſie ſind alſo aus k A entſtanden; allgemein, 


D 
die SEA e des hervorgehobenen Inbegriffs, 
welche das Element d an 8 Spitze führen, müffen 


ben. der Recurfion aus Za eet ſeyn. Nun 

bedeute N die Permutationszahl der angenommenen 

Combinationsſerm, die unbeflimmt. von der Claſſe m 

ſeyn mag, und es komme in ihr das genannte Cle⸗ 
a ö 


ment a, op mal vor, fo daß alſo, wenn man für k und 


4 allmaͤlig alle auf die Elemente der Form paſſenden 
Werthe ſetzt, die Summe aller , in Zeichen Lr m 
ſey, und eben fo die Summe aller Producte wie kr, 


in Zeichen TK r ſeyn muß. Alsdann iſt offenbar 
2 f * 
die Anzahl aller Variationsformen, die a an der Spitze 


4 


. Führen können 115 und fe alle, in elne Combina⸗ 


tonsform Sufammengepogen, welche CH Se EN 


N Le 
* 


”N 
m 


Ze 
S 


l 
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. rk 
als Permutatlonszahl bey ſich führt, ſind aus A herge⸗ 
nommen. Aber da haben fie, wegen der Recurſion 


K 
die wi — siegen, den Factor k, und weil fie von 
der m- to Claſſe find, dem independenten Geſetze ges 


mäß, noch außerdem den Factor "Da" De" bekom- 


men. Es muß folglich, wenn man in dem Pro- 
N K mex 
ducte aus den angegebenen Factoren . f. B. a. 


für Kk und op allmaͤllg alle moglichen Werthe an 1 ble 
Stelle ſetzt, eben der Factor herauskommen, welchen 
die angenommene Combinationsſorm in A bey ſich 
führe, das beißt, da fie von der nten Claſſe 


ſeyn a * B. aun N. In Zeichen, es muß 
( f. „Barer Sn Baum N. ſeyn. 2 
Da bey der guten o und k als veränderfich 


zu betrachten find, fo koͤnnen gemeinſchaftliche Facto⸗ 


ren auf beyden Seiten, worin dieſe Groͤßen nicht 
vorkommen, weggeloſſen werden. Man fege Go 


„ 2 A-, ſo kann . Ba bier 
m m 


und dort e werden, und die Formel zieht ſich 
auf Ter ae m urn) 


Und nun E bie Ges Frage zurück: laß 


zuſammen. 


ſich wohl ein Werth für d ‚angeben, der aber von m 
unabhängig iſt, alſo für alle Formen, von welcher 
i D 
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Claſſe fe auch ſeyn mögen, ſolange aur r und n 
dieſelben bleiben, ungeändere gelaſſen werden darf, bh ` 
daß würflich jene gefoderte eg oc 8 


Die Summe der Producte aus oe in € voraus» 


geſetz daß und k alle möglichen zuſammeng e hoͤri⸗ 


gen Werthe annehmen, fell eigentlich drey Theile 


— So m. bervorbringen. So muß der Factor 
a SS, 


£ breytheilig ER A SEET? rege, Theil 
ſoll ER — geben; es muß alſo, E 74 fm 


da een iſt, daß Saken mithin D (ai o ap 
well n, r, a, e fete eue Pë =- „irn. 1 
8 5 Sein zweyter Theil 7 Ka 2b = ſeyn f well 
ran m iſt, ab 8 —4 — bg = feyn wird. Sein dritter 


Theil endlich, muß Kfm, weil D CG Ei ber obigen 


Annahme zufolge === geben muß. So iſt ab 


LY 24 = (TEEN 
rA ra r.a 
offenbar eine Größe die 5 8 von n, r und k abs 
baͤngt, Und es ergibt ſich, daß allerdings eine Re⸗ 
eurſionsſormel von der Geſtalt moͤglch D. wie ſie 
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oben angenommen war. Jeder der vorhergehenden 


Coefficienten, e ZE A, muß außer dem Element, 
welches feine Zahl zu der des geſuchten erganzt, noch 
mit einem eigenen Factor multiplicirt werden. Aber 
die Reihe dieſer Faetoren iſt niche, wie bey der ein⸗ 
fachen Recurſion des Dividirens, unahaͤnderlich ber 
ſtimmt, ſo daß ihre Größe. und Folge die nemliche 
bliebe, man. mögte einen niedrigeren, oder einen 
hoͤheren Coeffleienten beſtimmen wollen. Sondern ein 
jeder von ihnen nime einen neuen Werth an, und 
muß beſonders wieder berechnet werden, ſo wie man | 
zur Berechnung eines neuen naͤchſthoͤheren Coeſſicienten 
fort! ſchreiten will, Dieß erhellet AER wenn wir 


in die angenommene Recurſionsformel für jeinen ges 
funbenen Zei an die Stelle ſetzen. 


| Es * alſo die allgemeine kecrrehtende Auflösen 5 
des polynomiſchen Lehr ſatzes auf folgende Art ausge⸗ 
* 1 
druͤckt werden koͤnnen. Wenn (ax s Faxe. , ax Erg Ja 
berechnet werden bi, fo entſteht eine Reihe, = 
Axe Axel A Axncéet @ ruechrs 5 


ihr erſter Coefficient D A man; die ſolgenden koͤnnen 
a auseinander durch Däi: der Formel 


1 1 E 1-3 
A Uu Gs E ne RR. 
krk | 


1 


Leere Lee... . gn, 
SEES 


u en A m A u ETS ECH" WEN 
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oder bequemer, wenn man alle Glieder unter den ge⸗ 
meinſchafclichen Nenner ſtellt, 


x R 1 1-1 f a 1.3 K r. K r 
A (n-r-+ı)aA +(2n-r+2)aA. -+(kn-r+k)aA. —+rn.aA 
abgeleitet werden. 


Die Specialiſirung beier Recurſionsformel hat außer 
der großeren Wekltlaͤuftigkeit keine Beſchwerde. Sie 
gibt, allmälig für r die ſucceſſiven ganzen Zahlen geſetzt 


I 
a 


a 1 E 8 
A=(n-ı)JaA+znaA 


-— 
e 2 u 


3 1 2 CR: 8 
si =({n-2)aA+(2n-ı1)aA+3naA 


Së = 2 2 RER 4 
A=(n-3)aA-+(zn-2)aA+(zn-ı)aA+4naA. 
77 EEEe 


Der Mechanismus, unter welchem fie in fortſchreiten⸗ 


S der Berechnung bequem zu gebrauchen iſt, kann leicht 


gefunden werden o). 


0) Man bilde eine Verticalcolumne für die zu berech⸗ 
nenden Coefficienten, und laſſe zur Rechten und 
zur Linken Platz fuͤr eben ſo viele andre als man 
Coefficienten verlangt. Die Colummen zur Linken 
führen an ihren Spitzen die ſucceſſiven Producte aus 
dem Exponenten der Potenz in die mit ihrem eige⸗ 
nen Inder multiplicirten Elemente; ihre folgenden 

Glieder bilden ſich aus einander durch ſucceſſivas 
Abziehn des Elements wovon fie ein Vielfaches 
enthalten; die Zahl ihrer Glieder kann immer um 
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Aus beyden Regeln für die unbeſtimmte Dos 
tenziltung eines Polynomiums, der inbependens 


Eins Abnehmen Dieſer Theil des Schemas kann. 
im Zëss ſo dargeſtellt werden: 
192 | sei | 285 
. —2 N ESCH 
(2n—-3)a| (n—2' P 


(n- 3) al A | 
Hie Berechnung jedes neuen Eoifficientin koſtet eine 
eigne Verticalcolumme zur Rechten. Man muſtipli⸗ 
cire, von unten aufſteigend, jeden der ſchon vorhan⸗ 
denen Coefficienten mit der Zahl aus den zur Linken. 
ſtehenden Columnen, welche ſich in einer, von der 
unterſten diagonal durch ſie aufwaͤrts gezogenen 
Linie, horizontal neben ihm befindet. Die Producte 
ſchreibe man, in der Horizontale ihrer Factoren, 
unter einander. Ihre Summe, durch den mit der 
Zahl des geſuchten, Eoefficienten multiplicirten Anz 
fangscoefficienten der Grundform dividirt gibt den 
neuen naͤchſtfolgenden. Vene So wuͤrde fuͤr 


na — 


f > 


die Berechnung von A, die dem obigen. Schema, 
zur Rechten anzufügende Verticgleolumne 


. 7 Se ic 
| A ZS TEEN LE 
Se 


Al TA 2 

A (25 943 1 

CA l EHEN € ; 
Al Summe Re 
\ A Së? 4a. 


Das nachfolgende Beyſpiel iſt nach dieſem Weben i 
berechnet. Es gong von der Reihe die aus 


* 


ö 
0 
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teen ſowoht als in recutrirenden,, erheffet, daß jeder 


Eneffictene des Reſultats zu feiner Bildung gerade 
eben ſo viele von den Corfflelenten der Grundform er⸗ 
ſodert, ols feine Zahl Einheiten hat. Dieſe Bemer⸗ 


kung iſt wichtig, ſobald die Form, welche pokenzürt 


werden ſoll, ſelbſt erſt durch entwickelnde axithmetiſche 
Operationen gefunden werden muß, und macht einen 


weſentlichen Theil von dem ien des allgemeinen 


Satzes aus, daß uberhaupt 5 Formen, mit denen man 
rechnet, nur bis zu dem Grade entwickelt zu ſeyn 
brauchen, bis zu welchem das aus ihnen abzuleitende 


Reſultat getrieben werden If, 


Beſtehe das Polhuomlum aus einer beflkmmten Ans 


zahl von einzeln gegebenen Gitedern, fo kann man bey 


keiner aa: ‚wer. ihm ſelbſt vorlaufig die ſteigende 


(4 4＋ 2 2* E 5*— 3 GN 0% Ape, op 
5 erſten Glieder berechnet werden, Hier iſt 9 
1 3 a 


a 2 5 Se 3 und die Berechnung Ha folgende 


` Goal: ` = 
4 f a * D 2 3 
ae ana na| — ee: 
12 |-3 5 | 1,2] 2! 10128024 
—2 O > 51:41 21 ois? 
E 1 
Fe 
782 16 


Es iſt alſo die geſuchte 


\ 244324 5 
Binche RT, an m 


Ki 


bo rich 
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oder fallende Anordnung geben, mithin für das Refuls ` 
tat im erſten Falle elne fleigende, im zweyten eine 
fallende Form erholten. Beyde find nur dann, identiſch, 
wenn der Grad der Potenz eine ganze poſitive Zahl 
D. in welchem Falle die eine mit der andern, ruck⸗ 
waͤrts geleſen, zuſammenfallen wird. Al hingegen der 
Exponent der Potenz ein Bruch, fo werden ſie ungen 
achtet die Entwicklung der nemlichen Größe: fie erzeugt, 
in dem Bau ihrer einzelnen. Glieder, immer, die Pë 
tenzlirende Form mag abbrechen, oder als unbeſtimmk 
ſortſchreitend gedacht werden, durchaus verſchleden ſeyn. 
Dies erhellet an daraus „ weil nur im erſten Falle 
die gefoderte Potenz durch eine endliche und volle 
kommen geſchloſſene Reihe dargeſtelt werden kann. 
Sobald der Exponent eine negative oder gebrochene 
Zahl iſt, kann dle gefoderte Potenziltung nie genau 
und voltländig, geleiſtet werden; man muß LÉI be⸗ 
gnuͤgen, eine Form zu ‚finden, die den Jod derungen 
der vorgegebenen Operatlon Genuͤge ieiſtet, fo fern 
man auf das, was über einen gewiſſen Grad hinaus⸗ | 
gebt, keine Rüͤckſicht bey der Rechnung nehmen will. 
Es iſt, um bey dem nachherigen Gebrauche dieſer all⸗ 
gemeinen Regeln, in Beziehung auf Mäherungen , die 
fe geſtatten, keine urrichtige Idee zu ſaſſen, ſehr 
weſentlich, ihre eigentliche Bedeutung in dieſer Ruͤck⸗ 
ſicht beuelich zu begreifen, Soll eine Grundform auf 
die Potenz eins ganzen negativen Erponenten deg 


werden, (4 l 8. ag) 1 8 at. mon 


en SS Senn Be De EB r 


E E mn. Din 


gc Aur ED) Zu — 


EEE BEN EEG RETTET RE — 
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in völliger! Strenge, die Foderung für unmöglich er⸗ 

Dären ; was gegeben ſeyn fol, muß Anfang und Ende 
haben, und eine endliche Form, die das verlangte Re⸗ 
ſultat darſtellte, laßt ſich nicht ausfindig. machen. Will 
man aber eine Form haben, die bis zu einem will. 
Führiich gewählten Grade hinauf, mag er fo hoch fern, 
als man verlangt, der Forderung jenes Ausdrucks 


Genuͤge leiſtet, ` kann man dies ollerdings. Wenn 


3. E. (a +ax-tax?. ka durch die Vorfehriften des 
polynomiſchen "lte bis zum mten Grade entwickelt, 


Aaen, EA gefunden wird, fo bedeutet dies 


eigentlich, daß dieſe Form, zur Potenz des Grades n 
E in der au die Anfauge: gegebene 


1 


3 ak, Last, fo fern man bey der 
Vergleichung nur bis auf dle Glieder des mien Ran⸗ 
ges incluſise fortſchreiten will, hervorbringt. Ga 
alſo eigentlich nicht geſtattet, ſich des Gleichheitszeichens 
zwischen dem Aus drucke der Potenz, welche ſich ent⸗ 
wickeln ſoll, und der darous hervorgehenden Form zu 
bedienen, ab gei, wie gewohnüch zu A fader 


pflegt ae DAT Axl, Ass 


zu ſetzen. Eben ſo wenig hilft es, wenn man etwa 
das wuͤrklich Entwickelte nur als einen Anſang der 
ganzen Arbeit betrachten, und durch ein nachfolgendes 


e zu verſtehn geben wollte, daß an dem auſgeſtellten e 
Reſultate nur noch Etwas, der Entwicklung nicht Uns 


terzogenes fehle. Denn was ſich in einer vorgeſchrie⸗ 
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benen Geſtalt gar nicht darſtellen laßt, davon kann 
man auch nicht den Anfang der Darſtellung geben. 
Will man die gefundene Form wuͤrklich als Reſultat 
einer Potenzilrung anſehn, und das Gleichheits zeichen 
bewahren, fo muß man ſich gefallen loſſen, daß die 


zu entwickelnde Groͤße ſelbſt ai eee Es kann 


nur dann (ati Haar Ar Axa. 
eer gefegt a wenn es geſtattet iſt, der 


Groͤße GA Tah eine ondre beyzuſͤgen, 
welche von naͤchſthoͤherem Grade iſt, wie das ent⸗ 
wickelte e fo daß, wenn wir eine ſolche durch 


K x d SÉIL GER = am andeuten wollen, bie 


Bech nur in fe Geſtalt Ae 4215 + 5 el 


(axm% K . ee ECH Axt, + Ae" ber 
ſtehn ask. | 

Auf eine ahnliche Beife, CN oC Potenz en 
gebrochenem pofitiven Exponenten entwickelt werden 
ſoll, und das Reſultat nach der Formel des polynomi⸗ 
ſchen lehrſatzes bis zu einem gewiſſen Grade getrieben 
Werte A AN , AA 
darf das Gleichheits zeichen nicht gebraucht werden, 
wenigstens nicht im Allgemeinen b eg dg nicht, 


Wenige ` Fälle dange, Ga? * + as? EE 


Sech Ae, + Axr)» ſeyn wird. Nur bis 
zum Grade p werden beyde Formen zuſammenſtim⸗ 
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men, von da an aber abweichend von einander ers 
ſcheinen, ‘fo daß alſo das Gleich heits zeichen nur dann 
beſtehen kann, wenn man ſich geſtatten will, in dem 
Ausdruck auf die eine Seite eine Form, welche den 
Grad, bis zu welchem dle eee , gegangen iſt, 
ü Überfrkten, Hinzupufügen: 

Kar erter, Ars rërtaserër, 9 
SATA ＋ Ar. 

Es iſt indeſſen keines weges noͤthig, dieſe Segen 
welche den, zu entwickelnden Ausdrucke eigentlich bey⸗ 
gefügt werden muͤſſen, damit die Gleichheit Aiden 
ihm und dem Reſultate der Entwicklung beſtehe, 

jidesmal ausbtücklich bey zuſuͤgen. Aber man muß es 
ſich im Allgemeinen bemerken, doß die Reſultate, 
welche aus der Anwendung des polynomiſchen Lehrſotzes 
hervorgehn, nur dann als richtig angeſehn werden 
duͤrfen, wenn es geſtattet iſt, in den Ausdruͤcken, 
woraus ſie entſtehn, Formen von näͤchſthoͤherem Grade 
als derjenige hinzuzufügen, bis zu welchem die Ente 
wicklung getrieben iſt. Dieſe hinzugufügenden Formen 
ließen ſich jedesmal durch würfliche Rechnung beflim« 
men, aber es mögte kaum ein Fall vorkommen, wo 
ihre genaue Kentniß erfoderlich wäre, Bey allen 
Näherungsrechnungen aber gibt es wuͤrklich einen 
Grad, von welchem an die Fokmen ſich der Betrach⸗ 
tung entziehn, ſo daß dasjenige, was Ihn. uͤberſchreitet, 
als gar nicht vorhanden angeſehn, mithin andern be⸗ 
ſtimmbaren Formen nach Belieben beygefuͤgt, oder 
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abgenommen werden kann. Und fo. ſteht man 
leicht im Allgemeinen, inwieſern unſre Formeln, 
auf beſtimmte Zahlen in reeller Größen Berechnung 
angewendet, ſich brauchbar machen laſfen; ein Gegen⸗ 
RB, KG Erörterung | nicht an . gehört, 


Die Regeln fuͤr die vier SSES Opera⸗ 
geg: verbunden mit dem ` poisgpcmlben Lehrſatze, 
welcher Potenzülrungen, Divifiouen durch Potenzen, 
und Wurzelausziehungen in eine Formel zuſammen⸗ 


faßt, mochen es moͤglich, jeden algebraiſchen Aus - 


drück, das ſoll heißen jeden, welcher ſich aus Grund⸗ 
formen durch beſtimmte ariehmetiſche Operationen der 
genannten Art, wobey aber die Exponenten der etwanl⸗ 
gen Potenzlirungen nicht ſelbſt die Hauptgröße der 
Formen auf irgend eine Meife enthalten durfen, zu 
entwickeln, ſa daß das endliche Reſultor ſelbſt wieder 
als eine ahnliche Form, „ welche nach Potenzen der 
| nemlichen Hauptgroͤße ſortſchreitet, erscheinen muß. 
Und wir duͤrſen, geſtuͤtzt auf dle Fundamentalregeln, 
durch deren Hilfe alle jene Rechnungen vollzogen 
werden. muͤſſen, hinzufügen, daß, wenn die Formen, 
welche bey der Rechnung als die Elemente derſelben 
angenommen oder gegeben ſind, in den Exponenten 
der Potenzen, welche ihre einzelnen Glieder enthalten, 
die nemliche arichmetiſche Progreſſien in Abſicht auf 
die Differenzen der Exponenten beobachten, diejenige, 
welche aus allen Entwicklungen zuletzt hervorgeht, in 
Am, Exponenten ihrer ſucteſſiven Potenzen noch immer 


d 
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den nemlichen Fortſchritt bewahren wird. Sind dle 
Formen, womit man. rechnet, von der Geſtalt 
ax . bz = oc H fo wird: das lezte 
Reſultat der Rechnung von der ahnlichen Geſtalt 
Axt+ BIENE Cx. ſeyn, i 
Uebrigens eroͤffnet die Kentniß dieſer formalen 
Regeln ein unendliches Feld realer arlthmerlſch en 
Unterſuchungen. Beſtimmte Formen angenommen; bes 
ſtimmte Rechnungen an und mit ihnen vollzogen, muͤſſen 
beſtimmte Reſultate hervorgehn. Aber ſolche Unter⸗ 
ſuchungen gehoͤren nicht in das Gebiet der allgemeinen 


| geg | 


Behutes. Kapitel. = x 
Entwicklung der Exponenzialgröͤßen. 
Die Form der Potenz iſt noch einer ganz andren 


Anſicht fähig, als diejenige, welche bey ihrer Ent⸗ 
wicklung durch den binomiſchen oder polynomiſchen 


Lehrſetz zum Grunde gelegt wurde. Wir haben 


nemlich im Vorhergehenden die Hauptgroͤße, nach 
deren Potenzen folglich die Entwicklung ſortſchreiten 
mußte, in den Grundfactor, oder die Wurzel der 
Potenz übertragen, den Exponenten hingegen als 
eine Nebengroͤße angenommen, ſo daß eben deswegen 
er nur zu der Bildung, der Coefficienten mitwuͤrken 
konnte, welche den Gliedern der Reihe beygegeben 
werden mußten, durch die ſich der Werth des Aus⸗ 
drucks darſtellte. Aber es iſt eben ſo gut geſtattet, 
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die Wurzel der Potenz als Nebengroͤße, ihren Se 


nenten hingegen als Hauptgroͤße anzunehmen. Alsdann 


aber legt man D eben dadurch die Verpflichtung 
auf, den Werth der Potenz, wenn es überall möglich 
iſt, in einer Reihe darzustellen, in welcher der Grund: 
factor nur zu den Coefficlenten beytraͤgt, während der 
Exponent die Hauptgroͤße hergibt, nach deren Poten⸗ 
zen die Reihe ſelbſt fortſchreitet. Es iſt nicht über 
fluͤſſig dieſe verſchledene Anſicht der nemllchen Zah⸗ 
lenform, well ſie auf den Gang ihrer Entwicklung 
weſentlichen Einfluß hat, durch beſondre Kunſtwoͤrter 
feſtzuhalten. Eine Potenz, bey welcher die Haupt 
groͤße nur in dem Grundſactor liegt, mag ihren 
bisherigen Namen behalten. Eine Potenz hingegen, 
bey welcher die Houptgroͤße auf irgend eine Weiſe 
im Exponenten erſcheint, ſoll die Benennung elner 
Exponenzialgroͤße führen, 


Die einſachſte, einer Entwicklung Anlaß gebende 
Form der eigentlichen Potenz war (EX) n; ihr Re⸗ 
ſultat gibt der binomiſche Lehrſatz. Wollten wie 
fie als Exponenzialgroͤße betrachten, fo müßte die 
Bezeichnung geändert werden, inſofern wir die einmaf 
angenommene Gewohnheit beybehalten wollen, Mes 


bengroͤßen durch die erſten, Houptgrößen durch die 


lezten Buchſtaben des Alphabets anzudeuten. So 
würde fie etwa durch (1 ＋ ai" bezeichnet werden 
muͤſſen. Dieſe Aenderung der Zeichen hindert nun 
keinesweges, den binomiſchen behrſatz, welcher für alle 
Werthe, die der Erponent x bekommen mögte, unbe» 


U 
\ 
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dingte Guͤltigkeit beſitzt, auf fie anzuwenden, und 


die ihm gemaͤß geformte Reihe 
Wann Tr Get Late, 


Sie als 3 richtig e * muͤſſen. 


Aber der Verſtoß gegen die Form ſpraͤnge auf den 


erſten Blick in die Augen. Denn es iſt eine 


Nebengroͤße, nach deren Potenzen die Reihe ſortgeht, 
und ihre Coefficienten enthalten, in Ausdrücken die 


immer verwickelter werden, diejenige, welche als 


— 


Haüprgröße den Fortſchritt der Reihe regieren fette. 


Wir Haben alfo die Frage aufzuwerfen, ob nicht 


vielleicht die binomiſche Reihe ſelbſt fo umgewandelt 


werden kann, daß fie aus ihrer bis herlgen Geſtalt in 


die jezt beabſichtigte übergeht. Und davon iſt die 
Moͤglichkeit im Allgemeinen nicht ſchwer zu entdecken. 
Es ſind die Binomtafcoeffieienten, welche in 


ihren Zählern unfre gegenwärtige Hauptgroͤße enthalten, 


U 


Diefe Zähler find, in Beziehung auf fie, nichts anders 
als: Producte aus mehreren Formen des. erfien Grades. 
Jedes von ihnen laͤßt ſich durch wuͤrkliche Muttipli⸗ 
cation berechnen, und die daraus entſpringenden 
Formen „ mit den in den einzelnen Gliedern zu ihnen 
als Factoren gehoͤrlgen Nebengröfen verſehn, laſſen ſich 
in eine Summe zuſammenziehn. So entſpringt aus 
dem erſten Gliede der binomiſchen Reihe x. a, die 
Form a. x, aus dem zweyten x. (xũ Z) a2 dle Form 


x1. 2 


‚a?x? BEE aus dem dritten x (-C ?) a3 


a En 


“ 


— — — 
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de 


die „ Sem > 3 „ ud fo lichen ſich | 


| ouch die 1 Glleder ei ihr burch gemeine 


Multipilcation in Formen aufloͤſen, welche regelmaͤßig 
nach Potenzen von x foreſchreiten, und Do alfo zw ` 
einer einzigen ahnlichen zuſammziehen laſſen würden, 


Aber es iſt mehr als eine Säwierigtie bey 
dieſem Geſchaͤfte, welche vorher erwogen zu 15 > 
den verdiene. Zuerſt entſteht wohl die Frage: 
überhaupt, auf dieſem Wege eine, SEN 
Formel moͤglich? Sobald der Exponent x elne nega⸗ 
tive oder gebrochene Zahl it, fließt fi ch die binomi⸗ 
ſche Relhe nicht, ebenfowenig alſo auch wird ſich 
alsdann die Exponenzialreihe ſchließen koͤnnen. Aber 
wenn der Exponent eine ganze poſttive Zahl ſeyn ſoll, 
ſo ſchließt ſich die binomiſche Reihe allerdings; es 
ſcheint db alsdann auch die Exponenzialreihe ab. 
brechen zu müͤſſen, und dies iſt unmoͤglich wenn ſie 
unter einer einzigen Form enthalten ſeyn ſoll. Dieſe 
Schwierigkeit kann gehoben werden. Es iſt erlaubt die 


Formel des blnomiſchen Lehrſatzes für jeden Fall in 


unbeſtimmte Welte hinaus zu gebrauchen, und jeder. 
nach ihr berechneten Potenz fo viele Glieder beyzulegen 


als man will, wenn nur jedes dleſer Glieder nach ihrer 


Vorſchriſt berechnet wird. So iſt ganz richtig von 
Gehe das tauſendſte Glied 2. KE -1). (999) 0, 


10 


denn der ‚Coefichene dieſes ter wenn man ihn 
wuͤrklich berechnet, hat o zum Factor. Man darf 
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alſo, auch für. ganze poſitlbve Exponenten die Reihe 
des binomiſchen gehrſatzes als eine amt, ſort⸗ 


lauſende betrachten. wa, 
Eben doraus cher entſpringt eine zweyte Schwle⸗ 


rigkeit. Jedes Glied der binomiſchen Reihe, wenn 
man den Zahler feines Coefficienten durch wuͤrklich ans 
geſtellte Multiplicatlon aufloͤßt, verwandelt Di in elne 
Ferm die nach Potenzen von x ſortſchreitet. Wir 
werden ſogleich ſehn, daß jede von dieſen Formen mit 
der erſten Potenz von x anhebt, und regelmaͤßig durch 
die naͤchſthoͤheren fortgeht. Solcher Formen, bie ſich 
zuletzt in eine Summe zuſammenziehn ſollen, wird es 
alſo eine unbeſtimmt fortlaufende Menge geben. Und 
eben darum wird auf dieſem Wege keiner von den 
einzelnen Coefficienten, die den Gliedern jener Summe 
beygelegt werden muͤſſen, als eine genau beſtimmte, 
‚völlig geſchloſſene Größe dargeſtellt werden koͤnnen; 
jeder wird als eine Reihe einzelner Theile erſcheinen, 
welche nur willkuͤhrlich abgebrochen iſt, und bey gel, 
terer Fortſetzung der ganzen Entwicklung auch noch 
fernere Zuſätze bekommen haben wuͤrde. Dieſe Schwie: 
tigkeit iſt bey dem unmittelbaren Uebergange von der 
binomischen Reihe zur Exponenzialreihe nicht zu ver⸗ 
meiden; jeder Coeffieſent der letzteren muß dabey als 
elne, der vollſtaͤndigen, geſchloßnen Entwicklung nicht 
faͤhige Größe, eben fo wie die ganze Reihe ſelbſt, ans 
geſehn werden, und wir müffen uns für den Anfang 
begnügen, nur das Geſetz zu ergreifen, wonach ſich 
He Entwicklungen der einzelnen Coefficienten in ihrem 
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e erhalten. Ob dee Coefficienten wuͤrklich 
beſtimmte Zahlen ſind, deren Werthe in geſchloſſenen 
Ausdruͤcken angegeben werden koͤnnen, laßt ſich eg 
ſpaͤter beurtheilen. ër . 


Wir wollen den Anfang‘ der vorzunehmenden Um⸗ 
formung damit machen, daß wir das erſte Glied der 
verlangten Exponenzlalreihe, deren Anfangsglied 1 ſeyn 
wird, dasjenige alſo, was in x" multiplieirt ſeyn muß, 
zu beſtimmen ſuchen; eln Geſchaͤft, wobey es bloß 
darauf ankommt, die einzelnen Theile, woraus ſich der 
Coefficient deſſelben zuſammenſetzt, allmaͤlig zuſammen 
zu finden, und die Regel, welche in ihrem Fortſchritt 
herrſcht, zu entdecken. Nun gibt jedes Glied der bie 
nomiſchen Relhe, wenn man die Zaͤhler des in ihm 
enthaltenen Binomlalcoefflclenten entwickelt, einen Theil, 
welcher in x! multiplicirt iſt; es entſteht alſo, allgemein, 
der rte Thell des Coefflelenten, der zu x! gehort, aus dem 
ten Gliede der binomiſchen Reihe. Nun iſt bekanntlich 
von (1 Ta das rte Glled =x.(x-ı). A* -e. 

15 8 Tr 
Wir brauchen von dem Producte, welches aus der 
Entwicklung des Zaͤhlers in feinem Coeffieienten eut⸗ 
ſpringt, nur das niedrigſte Glied. Der erſte Factor 
jenes Products iſt. x ſelbſt, jeder der andern iſt eine 
Form des erſten Grades, und es ſind die negativen 
ganzen Zahlen nach der Reihe, welche die zweyten 
Thelle dieſer Factoren bilden. Das niedrigſte Glied 
eines Products erwaͤchſt aus denen ſeiner Factoren; 
man multiplleire alſo x mit jenen lezten Theilen der 
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übrigen Factoren (1) . (2). Ltr il und man er- 
Hält das Verlangte. Dazu muß der Nenner des 
Coe ffictenten, und die Potenz ar, zu welcher er als 
Facter gehört, gefuͤgt werden ua ( SE E — -A. 


Diefer Ausdruck iſt noch elner KN fähig. Man 
ſondre von jedem der negativen Focroren im Zähter 
() ab, und ziehe dieſe ihre Multipllcaloren in ein 
Product (-) r zuſammen. Alsdann enthaͤlt der 
Nenner alle Factoren des Zaͤhlers, und noch einen, 
um eine Einheit, als der hoͤchſte von ihnen, große. 
ren. So wird ſich alſo, durch Aufheben der gemein⸗ 


f ſchaftlichen, der Ausdruck auf (— 9 4 a“ zuſam⸗ 
1 — 


menziehn. In Ihm fit das Geſetz der Reihe vollflän. 
dig enthalten, wodurch ſich, in ſortgehender Ent wick⸗ 
lung, der Coefficient für Kr ausdruͤcken wird. Man 
ſetze für x die ſucceſſiven ganzen Zahlen, fo erhalt 
man allmaͤlig jedes Glied von 1 5 Es ſtellt alſo 
tn dl .. den Jubegriſt de. 
jenigen Groͤßen dar, die ſich a Enewicklung der 
Groͤße ergeben, welche den Coefficienten des erſten 
Gliedes der Exponenzialreihe für (1 ＋ a) * ausmacht. 

Auf ähnliche Weiſe, wie wir für den erſten Coeffi⸗ 
clenten der Exponenzialreihe einen Ausdruck gefunden 
haben, laͤßt ſich ein ſolcher auch fuͤr jeden ſolgenden 
erhalten. Nur werden die Beziehungen verwickelter, 
und beduͤrften, um auf eine einfache Geſtalt zuruck 
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zukommen, fernerer Unterſuchungen. Man ſtelle ſich 
wieder die anfängliche binomiſche Reihe vor 


rb Ba ＋ BA ＋ Ba Baue, 
und verlange jezt ollgemein zu x” den Coefficienten, 
welchen die Umformung geben wird. Dem bekannten 
Geſetze der Binomialcoefflcienten gemäß kommt dieſe 
Potenz von x zuerſt bey der Entwicklung des nten 
unter ihnen ſelbſt, nachher aber bey der jedes folgen⸗ 
den gleichfalls in einem Gliede der daraus entſprin⸗ 
genden, nach x geordneten, Formen vor. Will man 
olſo, allgemein, des Coeffleienten, welcher Xu ange 
hören wird, „ten Theil haben, ſo nehme man das 
ite unter den Gliedern der binomiſchen Reihe, in 
welchen Xu zu finden ſeyn fol, d. h. das rte nach dem, 
worin es zuerſt anzutreffen war, mithin das o A rte 


vom Anfang, Barke Man behalte bloß den Theil 
des entwickelten Zaͤhlers von feinen Coefficienten , in 
dem ſich x” befindet, und man hat das Geſuchte. 
Nun aber iſt der Zaͤhler ein Product aus den 
zweythelligen Formen des erſten Grades, (x-0) (x-1),.. 
K- (n r- H Es muß aus dem Vorhergehenden 
bekannt ſeyn „wie ſich jedes Glied eines ſolchen Pro: 
ductes bildet. Seine Eorfficienten find Combinationg« 
Inbegriffe aus den zweyten Theilen der Factoren, 
als unwiederholbaren Elementen, zu elner Cloſſe ge ` 
hoͤrig, deren Rang, mit dem Grade der Potenz, 
der fie als jedesmaliger Coefficient angehören, die 
Anzahl Ger überall vorhandenen Factoren ausmacht. 


P 2 


€ 
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Sn Zeihen: bey dem oben angedeuteten Producte 


ME xn zum Coefficienten Elo, (5), (-) . (n r-). 
Fuͤgt man dieſem, aus dem Zähler hervorgehobenen 
Theile, den Nenner, und die zugehörige Potenz von a 
bey, fo erhält man allgemein, als das rte Glied der 
Reihe, in welche fi ni der oft Coeffieient der Exponen · 


zlalreihe entwickelt, CL 1, 2. . (n r- rang 
1.3... Dëbr 


Aber Deier Ausdruck, obſchon, vermoͤge feiner, jeder 
einzelne Coefflclent berechnet werden kann, iſt ſehr 
verwickelt. Nun darf man zwar allerdings vermuthen, 
daß ſich, bey wuͤrklich angeſtellter Berechnung, Zuſam⸗ 
menziehungen machen laſſen werden, wie fie, für n=ı 
d. h für den erſten Coefficienten der Exponenzialteihe 
wuͤrklich im Vorhergehenden geleiſtet worden find, 
Aber es moͤgte ſchwer ſeyn, durch eine directe Be⸗ 
trachtung dazu den Weg zu finden. Und da ohnehin 
für die wuͤrkliche Berechnung die recurrirende Bes 
ſtimmung immer bequemer ift, als die independente, 
ſo bildet ſich die Frage von ſelbſt, ob nicht unter den 
ſucceſſiven Coefficienten der Exponenzlalrelhe durch 
eine Reeurſionsformel die gegenſeitige Beziehung aus⸗ 
gedrückt werden koͤnnte; wobey der erſte von ihnen, 
welcher naturlich keine Recurſion geben kann, als 
gefunden im Vorhergehenden vorausgeſetzt werden darf. 
Die independente, eben abgeleitete Formel, berechtigt 


SCH * 
uns, zu ſetzen, daß, wenn unter A, A, .. A, Größen 
verſtanden werden, die von der Zahl a abhängen, 
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g E * a? a3: 
und von Denen, namentlich, die erſte, Amar +-, 
1. h 1 2 1 
ehr * A, (Pa) I EAX T Ax ?. Ax. , 
` e ! 
angenommen. werden darf. 


Wir muͤſſen jetzt, wenn es unſre Abſicht H die: 
fingirten Coeffleienten dieſer Reihe durch gegenieitigen. 
Zifammenbang zu beflimmen, den Werth der Reihe 
in directe Rechnungen verflechten, deren Reſultat 
durch Haͤlfe der Reihe ſelbſt urſprünglich ausgedruckt 
werden kann, um zwey Formen, die ſich beyde aus 
ihr gebildet haben, einander gleichſetzen, und eben⸗ 
dadurch zu den gewuͤnſchten Gleichungen unter ihren, 
Coefficlenten gelangen zu können, 5 


Als ein ſehr bequemes Mittel zu beier. Abſicht 
bietet ſich folgendes Verfahren dar. Man erhebe 
die Exponenzialgröße (1 + a), mithin auch die ihren 
Werth ousdruͤckende Reihe zum Quadrat. Das 
Reſultat iſt elne neue rponenziolgraͤße, deren Exponent 
das Doppelte des Vorigen ſeyn wird (1 I a) 2 
Ihren Werth kann man aber auch durch die urfprüng- 
liche Exponenzialreihe ſelbſt, wenn man nur in dieſer 
den Exponenten doppelt ſo groß macht, oder ſtatt 
x, 2x ſetzt, erhalten. Beyde Werthe muͤſſen identiſch | 
ſeyn, und ſo erhaͤlt man zwey, aus der Exponen⸗ 
zialreiche gebildete Formen, deren gleichhohe Coefficlen⸗ 
ken durchaus gleichgeſetzt werden bürfen, 
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Der Anfang: diefer Rechnung kann uns beleßren, Si 
ob ſich auf dieſem Wege ee Doten am 
laſſen. ' 
Das wuͤrklich Seren ee der Rahe 


ER 42 4 Are N 


gibt AAA sg EES e 
FT FERN) * * 
| ＋ 4 
5 die Exponenzlalreihe ſelbſt, wenn man in 


ihr, um den Werth von (1 ＋ a) ?* zn erhalten, für 
x BET: 2x, gibt 


ESTER ER e Eu 
Aus der Jdentifieirung der Cotfficenten in biefen bey⸗ 
den Formen ergeben ſich allmaͤlig folgende Gleichun⸗ 
gen und ee 


9 2. rer A. 2. Eine Toutologie, die uns Ei, was 
ſich ohnehin von ſelbſt verſtand, daß der erſte 


Coeſſicient nicht durch Hale der Reeurſion WS 
den werden kann. 


A 
Dee! tts A = AN 16 

7 . EN 
2A. EBEN = A ee A 
es? 1.8.3.4 


Es zeigt e 0 offenbor in dieſen Coefflcienten ein ër. | 
einfaches Geſetz. Sie find die ſucceſſiven Potenzen 
des erſten, durch He Permutatlenszahlen ihrer eignen 
Grade dividirt, ſo daß, wenn wir daſſelbe unbe⸗ 
wegen für. den ENEE annehmen wollten, 


| 12 = A. fen wuͤrde. 

1. 8. 

Es braucht jrge nur gezeigt zu werden, daß dleſes 
Geſet uͤberhaupt für jeden nachfolgenden Coefficienten 
guͤltig ſeyn muß, vorausgeſetzt, daß es fuͤr jeden der 
vorhergehenden als richtig angenommen werden darf, 
um die Allgemeinheit deſſelben obgeleltet zu haben. 
Dies kann aber auf demſelben Wege geſchehn, welcher 
‚für die Beſtimmung der erſten gege gebraucht 
worden iſt. | 


Wir nehmen ai die ae ë 


G AE A we A E Aan, E 
um fie zum Quadrat zu erheben, und von der daraus 
reſultirenden Form unbeſtimmt das (n g ite Glied her⸗ 
vorzuheben. Der Eoefficient dieſes Glledes iſt, nach 
den bekannten Regeln der gemeinen Multiplication, 
der Inbegriff aller Producte aus je zwey Coefficlenten 
der Grundreihe, deren Indices zuſammen n + 1 aus · 
machen; in Zeichen alſo, elne Nelhe von Thellen, ge 


ie 


GET 1 * 
mit A. 1 anhebt; allgemein zum rien folgenden (unter 
r jede beliebige ganze Zahl, die nicht größer als n iſt, 


d nir r n 
verſtanden) H A; zum lezten endlich 1. A hat; fo daß 
, ) br 
von LG Taxe das n + ite ar durch (A. 14 


n * Drbtzrr 
A. A. ie A. 40 A ＋ 1. ie ausgedruͤckt 
werden kann. 

Druͤckt man aber das geſoderte Quadrat der Gr, 
ponenzlalgroͤße durch eine andre mit verdoppeltem Er: 
ponenten (1 + a)?* aus, und wendet man die ange» 
genommene Exponenzialreihe unmittelbar auf dieſe an, 
fo bekommt man das (n T i)te Glied feines entwickel⸗ 


nex 
ten Werths A. 2 Kr. xu Hi. Beyde Ausdruͤcke müffen 
identiſch get Man we: die Coefflcienten 


n Hëtzt en nz 


gleichſetzend, I. 25% 1K f. A. . A. A.. A. A＋ A. 
Da wir die Abſicht haben, durch Huͤlſe dieſer Git, 
chung, den hoͤchſten Coeſſicienten aus den vorherge⸗ 
benden zu berechnen, ſo muß dos erſle und letzte Glied 
der Reihe, welche auf der zweyten Seite des Gleich⸗ 
heits zeichens Debt. transponirt werden, und wir erhal⸗ 
ten 1 


n 2 -n%kı-rr 


SET 
A. e e Cé ee. A. A. A. Bé A 
Und fo iſt eine Formel gefunden, die es möglich 
macht, jeden folgenden Coefficienten aus den befann« 
ten Werehen der vor ihm vorhergehenden zu beflimmen, 
Nehmen wir alſo jetzt an, daß alle dieſe vor⸗ 
hergehenden dem obigen Geſetze unterworfen find, 


e, 
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se nf ` 
ASA, A = Ai, * As, fo wir jene 
1.3. n 1. 2 (u TTV) 1.3 1 


Formel noch mehr zuſammenziehn. 


# t er ES ` h 
Der Werth von A (2 K-) wurde durch eine 
Reihe gegeben, deren ites Glied A. A, deren rtes Glied 


pngbtrr ` 


A, A, deren "Re Glied CS 4 war. Nun iR, der 
Annahme gemäß, Ke An, es wird ao A. A AN; 


we ä 1.9. 0 
eben fo, well 12 A* er 0 A = wird 
rr = 


n>krTr 1 
A. A ATH ; man bekommt alſo, Hee 


1. 2. . (I-). 2.3. 1 


5 ſubſtituirend, 


ev vad. . A Ar 


Tan 2.3..(n>kı-r).2.2..2 1.3. D 


Sondern wir zuerft in allen Gliedern diefer Reihe den 


gemeinſchaſtlichen Factor An #2 ab; multiplleiren wie 
alsdann jedes mit 1.2. (ni), um hernach der 
ganzen Summe eben dleſes A als Sigi wie: 


der benzufügen, fo erhalten wir K 0 Am Az. 


1.4. ERC 
Get EEN 
n 3 i 1. 3. (u TI-T)I z. 7 A 


Jetzt aber wird für die Glleder unſrer Reihe elne 
neue, bedeutende Abkürzung möglich, 
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Das erſte, und alſo auch das lezte mit ihm Gen 
dite, hat im Nenner das Product 1. .. n, im 


Zaͤhler das noch einen Factor weiter hingufgehende 
(n) . 21. Es wird alſo, gemeinſchaſtliche Facto⸗ 


ren gehoben, n +1. Allgemein das tie hat im Nen⸗ 
ner zwey Producte aus Factoren Reihen, die mlt 
1 anfangen. Das erſte unter dieſen, 1.2. (n r) 
kann ganz gegen eben fo viele Factoren des Zählers, 
welcher von 1 bis (n +1) hinaufgeht, gehoben werden. 
Es bleiben alsdann im Zaͤhler noch alle Factoren, dle 
über n+ı-r hinausgehn; d. h. diejenigen von denen 
(nir) der niedrigſte, ar der hoͤchſte if, 
und ihnen gehoͤrt als Nenner das zweyte Product, 
welches im anfänglichen Nenner vorkam. So wird. 
jenes rte Glied KE 1). nir r E Dieſer Auss 


. RT x 


druck iſt aber gerade ber Werth eines Binomlalcoeffi. 
denten, von der Zahler, zu einer Potenz vom Grade 
u Er gehölg, „ B, und es stimmt damit auch der 
Werth des ten liedes, wo r iſt, weil Ent; 
fo wie des lezten, wo r en, weil „ B wieder GEN 
voͤlllg überein. Wir bekommen alfo jezt 

ACM A Az (B. os. na) 

1.3. . (n.) 

Nun ober iſt es aus der Formel des binomischen sehr. 
‚fages für ganze pofitive Exponenten bekannt, daß die 
Summe aller Binomialcoefficienten, die einer gewiſſen 


H 
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Potenz angehoͤren, einer Potenz ber Zahl 2 von ot 
dem Grade gleich kommt, alſo Me" ne 


F 
Unſre Reihe aber fodert bie Summe aller dieſer Bl. 
nomlaleoeffielenten, mit der Modification daß in ihr 
der anfängliche 1, und der lezte, gleichfalls 1, nicht vor» 
kommt. Rechnen wir alſo auf benden Seiten H ab, 
fo bekommen wie > 


1 . B. E, 185 — e NL Bau — 2. 
Wird dieſer Bu in der deem Olelchung ſub⸗ 
ſlitultt, ſo ES fie Abena. E ër, Ger. di 


Mithin, nach Wegloſſung des gend ftichen Horte 


Gong" a auf beyden Seiten, DS == Ai are 

Und auf dieſe Weiſe iſt die unbedingte Ee ber 
‚Behauptung dargerhan, daß jeder folgende Eoefficiene 
der Exponenzialreihe eine Potenz des erſten, deren Grad 
fein eigner Inder anzeigt, durch die Verſetzungszahl 
dieſes Grades dividirt, Ton muß. Es iſt ſolglich 
0 N iA Ax ASN . Anert, 


j * 2.9.3 1. 8 . n 
he A 2 3 ach vw La HE, gë Më? 
a 8 n 


Diefer Se? Gocffleione d. ber e Erponensiahelße „ von 
welchem alle folgenden abhängen, iſt als eine beſonders 
wichtige Zahl bey dem Gebrauche der Reihe anzuſehn. 
Er Hänge lediglich von dem Grundfactor, Baſis, 1% a, 
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ab, welchen man für die zu berechnende Potenz ange⸗ 
nommen hat, und aͤndert Di nicht, fo lange dleſe 
Baſis beybehalten wird, welches auch der Exponent 
der Potenz ſeyn moͤge. Nun pflegt man alle Poten- 
zen, die aus demſelben Grundfactor entſtehn, als zu 
einem Potenzenſyſtem gehoͤrig zu betrachten. Und 
in fofern darf man ſogen: für jedes beſondre Potenzen ⸗ 
ſyſtem hat der erſte Coeffleient der Exponenzialreihe, 
und mit ihm jeder folgende, einen unabaͤnderlichen 
Werth. Zur Abkuͤrzung hat man ihn den Wodulus 
des Potenzenſyſtems genannt. Es iſt alſo der Mo. 
dulus eines Potenzenſyſtems eine beſtimmte, von der 
Baſis deſſelben abhängige Zahl; wird die Baſis durch 
1 a ausgedruͤckt, ſo entwickelt 5 der Modulus durch 
die Reihe * N 

h ; A 1 

Dieſe Reihe kann freylich, um den eigentlichen 
Werth des Modulus anzugeben, nur alsdann dienen, 
wenn a ein echter Bruch oder 1 iſt, und man alſo 
bey der Berechnung Glieder, die über eine gewiſſe 
Potenz von a hinausgehn, ſich mit einer beſtimmten 
Näherung begnuͤgend, wegzulaſſen berechtigt iſt. Und 
ſo koͤnnte die Exponenzlalreihe zur Anwendung auf 
einzelne beſtimmte Zahlen faſt unbrauchbar erſcheinen, 
denn, wenn a ein echter Bruch ſeyn muß, oder doch 
nicht kleiner als 1, uͤbrigens aber poſitiv oder negativ, 
fo wird 1 ＋ a auf jeden Fall zwiſchen o und a enthal- 
ten bleiben. Es duͤrfte alſo die Exponenzialreihe 
nur zur Berechnung ſolcher Potenzenſyſteme ange⸗ 
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wendet werden, deren Grundzahl zwiſchen o und 2 liegt. 
Der binomiſche Lehrſatz, auf (1 T a) * angewendet, 

iſt freylich eben der Einſchraͤnkung unterworfen. Aber 
bey der Exponenzialreihe vermindert dieſer Umſtand 
ihre Brauchbarkeit nur wenig. Wenn ſich durch ihren 
Gebrauch auch nur ein einziges Potenzen ſyſtem 
berechnen ließe, fo erfüllte fie unſre Abſicht. Denn 
es zeigt ſich ja ſchon in der Elementar- Arithmetik, 
daß durch Huͤlfe eines einzigen Potenzenſyſtems, und 
aus ihm, alle uͤbrigen mit un wës ven 
werden koͤnnen. 


Denken wir uns aber einen beſtimmten Werth 
von 1 + a, für welchen der Modulus des Potenzen- ` 
foftems A, wuͤrklich berechnet iſt, fo gewaͤhrt in der 
That der Gebrauch der Exponenzialreihe für dle 
Beſtimmung aller Potenzen, dle dieſem Syſtem ange» 
hören werden, die ‚größte Bequemlichkeit. Eine andre 
Potenz berechnen, wird heißen, in der Exponenzial⸗ 
reihe, ohne Aenderung ihrer Coeffleienten, einen 
andren Werth für x an die Stelle ſetzen. Wollte 
man Di des binomiſchen Lehrſatzes dabey bedienen, 
fo würden für jeden neuen Werth des x neue Bino⸗ 
mialcoefflcienten berechnet werden muͤſſen, und alſo 
das Verſahren ohne Vergleich verwickelter ausfallen. 


Wenn wir nun unter allen Potenzenſyſtemen, fuͤr 
welche der Modulus ſich durch unſre Formel berechnen 
laßt, eins wuͤrklich hervorheben ſollen, um feine Ent: 
wicklung durch Huͤlſe der Exponenzlalreihe auszuführen 


238 Së 


welches unter ihnen wird den Vorzug erhalten? 
Unſtreitig dasjenige, für welches die Exponenzialreihe 
die einſachſte Geſtalt annimt, daß heißt, Coefficlen⸗ 
ten erhaͤlt, deren Berechnung mit der geringſten Muͤhe 
verbunden iſt. Haͤtte man die Wahl, dieſe Coefficientem, 
ohne Schaden ihrer gegenſeitigen Abhaͤngigkeit, einzu⸗ 
richten, ſo waͤre es ohne Zweifel am einfachſten, 
wenn man den erſten von ihnen, alſo den Modulus 
A, Si ſeyn ließe, weil alsdann alle Potenzen deſſel⸗ 
ben, die in den folgenden Gliedern der Erponenzials 
reihe vorkommen, gleichfalls 1 werden müßten. Es 
entſteht aiſo die Frage, ob es nicht moͤglich iſt, einem 
Potenzenſyſem eine ſolche Bafı s zu geben, daß der aus 
ihr berechnete Modulus deſſelben = = 1 werden muͤßte. 
Vermoͤge der Reibe, welche uns lehrt, aus der Baſis 
1 a, den Mobulus zu berechnen, Aza- Ae 


2 
- 3 | 
＋ +... find. wir nicht im Stande, biefe 
1 er zu beantworten. Aber die Exponen⸗ 
zlalreihe ſelbſt macht es uns moglich, umgekehrt, 
für jeden bellebigen Werth, welchen der Modulus 
haben fol, und aus ihm, zu finden, welcher zugehörige 
Werth der Baſis gegeben werden E Denn 
man fege in diefer Reige 
(„ a) =I Ax Aus? +.. Ar 


für x den Werth 1 an de Stelle, fo wird fie 
a AP 


722 2 
Cé Gë 1. Ten weg A 
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geſtattet es alſo, den Modulus A anzunehmen, und 
aus ihm die Baſis 1 ＋ a, für welche er gehört, aus 
ihm zu berechnen. Unſre Kentniß der Bezlehungen 
zwiſchen Baſis und Modulus, ſofern fie ohne geſchloſe 
ſene arithmetiſche Ausdruͤcke, durch Entwicklung in 
Reihen, gegeben werden kann iſt vollſtaͤndig, und 
beruht in den beyden vorhin entwickelten Hauptfor meln 
Modul. bal (ı+a)=a- CR 
) E 

Baſis Modul. A ITA (KEN Be? 

Lë 1. 3 1.3.3 on 1 
Die lezte unter dieſen beyden Reihen reicht zur naͤ⸗ 
bernden Berechnung viel welter als die erſte; fie 
macht es in jedem Fall leichter aus dem Modulus die 
Baſis zu finden, als es die umgekehrte Aufgabe ift. 
Und nun wird es keine Schwierigkeit haben, die 

Baſis des einfachſten Potenzenſyſtems zu finden, wenn 
unter einem ſolchen dasjenige verſtonden werden ſoll, 
deſſen Modulus 1 if, Man ſetze in der Reihe, 
wodurch ſich die Baſis aus dem Modulus entwickelt, 
für A der Werth 1, und berechne ſoviele von ihren 
Gliedern, als derjenige Grad der Naherung, welchen 
g man ſich zu erreichen vorgeſezt hat, nothwendig macht, 
ſo findet ſich die Baſis dieſes Syſtems 

IT ++ 1. iT | 


— — — 


3 X. 3. 3 1. 3.3.4 1. CS ‚m 
das Reſultat dieſer Rechnung, bis auf 12 Decimafefe 
entwickelt, gibt die Zahl 2,718281828459 
Man pflegt fie durchgängig vermittelſt eines 
eigenen Zeichens, des Buchſtaben e, anzudeuten, fo 
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daß der Ausdruck e" immer bedeutet, daß eine Potenz 
von beliebigem Exponenten, deren Baſis aber jene 
beſtimmte Zahl e ſeyn ſoll, zu berechnen iſt. Das 
Potenzenſyſtem ſelbſt, dem jene Zahl e zur Baſis 
dient, wird das natürliche „oder das hyperboliſche 
genannt. 


Man hat alſo, um in dieſem natuͤrlichen Syſteme 
den berechneten Werth einer beliebigen Potenz zu 
erhalten, die Exponenzlalreihe in ihrer einſachſten 
Geſtalt: 
e=ı tx? E. tr r. 
1.8 1.2.3 1. 2. 1 

Diefe Reihe beſitzt den beſondern Vorzug, daß fie ` 
für jeden Werth von x convergent iſt, das heißt, 
fpätere Glieder von ihr immer kleinere echte Brüche 
werden, die jede Grenze der Kleinheit uͤberſchreiten 
koͤnnen, daß fie mithin zur naͤhernden Berechnung für 
alle Faͤlle gebraucht werden darf. Wenn x ſelbſt ein 
echter Bruch iſt, fo ergibt Di die Richtigkeit dleſer 
Behauptung von ſelbſt. Wenn es hingegen eine 
ganze Zahl von bellebiger Größe ſeyn ſollte, fo 
ſcheinen in der That die folgenden Glieder der Reihe 
immer größer zu werden, die Reihe alfo divergent zu 
ſeyn, und keine naͤhernde Berechnung zu erlauben. 
In der That iſt ſie es auch, ſo lange man noch bey 
Gliedern von ihr ſteht, fuͤr welche die Zahl, n, kleiner 
iſt ais x. Sobald aber dieſe Grenze erreicht worden, 
muͤſſen die fucceffiven Glleder allmälig immer kleiner 
werden. Der Ausdruck des nten, oder, welches einerley 


— — 
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iſt, wenn nx geworden ſeyn ſoll, des xten Gliedes, 


iſt Das nächſthoͤhere Glled hat im Zähler einen 

7 1. 5 2 . X 
Factor x, im Nenner den Foctor x, hinzugefuͤgt 
erhalten, da es, dem Geſetze der Reihe gemaͤß, 
Säi Aë Es entſteht alſo aus dem Vorhergehen⸗ 
. . (TY 


den, indem man daſſelbe mit dem echten Bruce —— 
multiplleirt. Und von nun an find es immerfort echte 


Brüche, womit man die fuceeffiven Glieder zu multi⸗ 
pliciren hat, um die ihnen nächfifolgenden zu erhalten, 


und zwar echte Bruͤche, die fortlaufend immer kleiner 


werden. Denn der Zähler von jedem bleibt immer x, 

aber der Nenner waͤchſt fortlaufend um eine Einheit. 

So iſt, wenn aufs Neue x Schritte geſchehn ſind, 

der Factor, welcher vom ax iten Gliede zum 2 Aten 
— —4; wenn wieder x Schritte gethan ſind, wird 

* KX 

er —— 284 Gefier und fo fort: Daß aber eine 

+ 2x 


Größe, die fortwährend mit echten, immer kleiner wer⸗ 
denden Bruͤchen multiplicirt wird, fie ſey Anfangs fo 
groß geweſen als fie wolle, zulezt zu jedem bellebigen 
Grade von Kleinheit gebracht werden kann, bedarf 
kelnes weitern W 


Freylich wuͤrde der Gebrauch der Erponenaltefe 
in ſolchen Fällen zu ſehr weitlaͤuſtigen Rechnungen 
noͤthigen, indem man eine, ſehr große Anzahl von ihren 


* 


4 
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Gliedern zu berechnen haben wuͤrde, ehe mon die 
folgenden, als einen beſtimmten Grad der Naherung 
den man ſich vorgeſetzt haben moͤgte, nicht mehr affi 
cirend, außer Acht zu laſſen berechtigt ware. Aber es 
verblent doch als ein beſonders merkwürdiger Umſfand 
angefuͤhrt zu werden, daß elne Reihe immer conver⸗ 
gent feyn kann, was auch für die Hauptgroͤße, wo⸗ 
nach fie fortſchreitet, geſetzt werden möge, und davon 
ö Belt die Exponenzialreihe das erſie VBeyſpiel dar. 
Härte, fie die Permutatlonszahlen nicht als Diviforen, 
ſondern als Factoren in ihren einzelnen Gliedern ſo 
koͤnnte fie. gar nicht zur naͤhernden Berechnung ge 
braucht werden, welchen Werth man auch für x in ihr 
annehmen mögte. 


Denkt man ſich ein System von n in 
dieſem naturlichen Syſteme als berechnet, ſo wird es 
leicht ſeyn, auch für. jede andre Exponenzialgroͤße, 
deren Baſis willkuͤhrlich angenommen ſeyn mag, bs, 
den Werth zu entwickeln. Man nehme die Baſis 
die ſes Syſtems, b, und ſuche die Potenz des natür⸗ 
lichen Syſtems auf, deren berechneter Werth 
ihr gleich kommt. Sie ſey 2 2 b. Als dann 8 
b (es) geh, und man hat alſo 
kenen + BEE ..-+ = +; 


. Is Ces 7 
Es kommt in der déene Analyſis een vor, 
daß ein andres Potenzenſyſtem als das natuͤrliche im 
Ganzen oder im Einzelnen berechnet werden ſoll. 
Einige nähere Modiſtcationen der zu dieſer Abſicht 
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eben . Rame wird das hate Capltel 
enthalten. 

Die allgemeine Aufgabe, De Potenz zu pt 
wickeln, deren Exponent eine nach Potenzen einer 
geifen Hauptgröße ſortſchreltende Form ſeyn ſoll, 
kann nun ohne Schwierlgkeit ST werden. Es ſey 


K 


* 2 
das zu Entwickelnde e * S E 
Man ſehe ſuͤr den e den Erponenten e als 


eine einfache Hauptgröße an, ka, + sl: 222 
ſetzend, fo hat man e", welches nach unſrer éng 
mentalreihe durch 1 SS Se? ” ER 2 T 


1. Bez 
dorgeſtelt werden kann. Man ehe in Heft Form 
für 2 feinen Werth wieder an die Stelle 
1281 


2: 7 Grass 2 n 1 
we 8 i 


2 idR lan? .+ Se Se 


1. 12. 1 1. 1.3. D 
und entwickle alle e Glieder, um ihre Summe 
in elne einzige, nach Potenzen von & fortſchreitende 
Form zuſammenzuziehn. Es kommt dabey nur darauf 
an, Potenzen von ganzen und pofitioen Exponenten zu 
berechnen. Allgemein werde von der reſultlrenden 
Form das Glied verlangt, welches x enthalten ſoll. 
Jedes Glied der dën: Exponenzialreihe, vom 
H 2 | 


* 
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erſten, worin 2 vorkommt, bis zum nein, welches 
2u in ſich ſchlleßt, gibt, bey der Subſtitution des anges 
nommenen Werihes fir 2 Sax Ta XA TA XT , 
einen Theil her, welcher in x” multiplicire ſeyn ga 
So ſezt ſich alſo der gefoderte Coeffteient aus eben 
fo. vielen Theilen zuſammen, und wir werden alle 
gemein ſagen dürfen, daß aus dem hien Gliede der 
Exponenzialreige, zu, wenn wir es entwickeln, der 
1.9..h 
hte Theil deſſelben feinen Urſprung nehme, voraus 
geſezt, daß h eine Zahl, die zwiſchen 1 und n liegt, 
bedeuten ſoll. Die Frage aber, wie das Glied aus 


ar (ax Ars in * , . , in welchem x" 
vorkommt, beſchaffen ſey, beantwortet ſich leicht aus 
der einfachſten Regel des polynomiſchen Lehrſatzes. 
Die Coefficlenten von z® find Combinationen der 
hten Claſſe aus den Coefflelenten der Grundform als 
Elementen; die Summe, wozu ſie gehoͤren ſollen, 
zeigt die Potenz von x on, deren Coefficlenten man 
fodert. In ec der Coeffleient zu x" aus 2 

z..h 
wird ſeyn ac, In dieſem Ausdrucke ap hat man 

Lk 9. h V \ 


den bio Theil der Größe gefunden, welche bey voll⸗ 


ſtaͤndiger Entwicklung unfter, Potenz zu x” als Coeffl. 


eient gehören wird, P daß alfo been ganze Eoefficiene 2 
durch das Zeichen E „ 6 angedeutet werden 


ah 
kann. Es iſt alfo die ganze Regel ber Berechnung 
in folgender Formel enthalten. 


245 


H E ae be Ewe 
Um "enz é as TX TX a in eine 
nach Potenzen von x fortfchreitende Form aufzuloͤſen, 


1 8 * 


nehme man die Coefficlenten der Grundform a, a, a, | 
als wiederholbare Elemente aus denen Comblinations⸗ 
i en. gebildet werden ſollen, und die Reihe 


14 1CKX 4 REG WA AE e, 


x 1.9.3 *. 3 
ët Las Ee En d 095 "+ (RR | 
gibt die oefodere "Entmitung. 


| Hätte die Form des angenommenen Exponenten 

ein Glied enthalten, worin gar keine Potenz der Haupt⸗ 
größe vorgekommen wäre, fo wuͤrde es am einfachten 
geweſen ſeyn, die Potenz als das Produet zweyer 
andern zu betrachten, ſo daß jenes Anfangsglied des 
Exponenten dem erſten Factor, der ganze übrige Thell 
aber dem zweyten, als Exponent beygegeben waͤre. 


In Zeichen er en 2. 6 * 5 Der 
erſte Factor lleße ſich alsdann, weil er bloß Neben⸗ 
groͤßen enthält, ohne weitere Entwicklung beybehalten, 
der zweyte aber ſiele genau unter das eben betrachtete 
Schema zuruͤck. b 


Die allgemeinfte Form elner Exponenzlalgroͤße, 
deren Baſis als N gedacht werden fol, würde 


N . 
die folgende ſeyn ken zs d 
Ihre Entwicklung aber koͤnnte u auf das Bi = 
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gehende zurückgeführt werden. Man müßte nur zuerſt 


| ihre Baſis als Potenz des natürlichen Syſtems Daran 


ſtellen wiſſen Bee Alsdann würde fie ` 
2 1 a5 2 25 a 


e ( „„ Sr" 1, und man wuͤrde, um fie 


ferner zu entwickeln, wieder für den Augenblick 


` * 
ihren Exponenten B(ax + ax P..)=z figen, mit: 


hin fie auf die ein ſache Geſtalt e" zurückbringen. 
Die einzelnen Glieder der daraus entſtehenden Reihe 


ließen ſich auch, weil jedes von ihnen eine ganze poſi⸗ 
tive Potenz von 2 enthaͤlt, ſehr leicht in Reihen auf 


loͤſen, die nach Potenzen der eigentlichen Hauptgroͤße, 
x, ſortgehn würden. Aber dieſe Formen würklich zu 
einer einzigen durch Addition zuſammenzuziehn, ver 
moͤgte man im Allgemeinen nicht weiter. Denn die 
erſte Reihe, aus st entſprungen, finge mit ze an, 


durch x, xok>, u. ſ. w. fortlaufend; die zweyte, 
welche aus 22 ihren Urſprung nimt, wuͤrde mit x 


beginnen, und durch xs, xa u. ſ. w. fortgehn; 
und ſo wuͤrde überhaupt jede ſolgende mit einem naͤchſt⸗ 
höheren Vielfachen von er anheben, und daſſelbe in 


ihren folgenden Gliedern, mit den ſucceſſiven Vielfachen 


von J vermehrt bewahren. Alſo nur bey gewiſſen bes 
ſtimmten Verhaͤltniſſen zwiſchen — und J, oder genauer 
nur dann, wenn & ein Vielfaches von J ware, würde 
eine Vereinigung dieſer Reihen zu einer einzigen von 
ähnlicher Geſtalt, wie die Grundform des angenom⸗ 
menen Exponenten, moͤglich ſeyn. Es entzieht fo 
alſo eigentlich eine ſolche, allgemeiner ausgedruͤckte Expo⸗ 


u: 
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nenzialgroͤße, den bisher gültigen Geſctzen mie 
Entwicklung. 


Die allgemeine Aufgabe, elne gerett, der 


Forme 4s. zu entwickeln, hat im Vorherge⸗ 
henden ihre independente Auflöͤſung vollſtaͤndig er 
halten. Aber die Analyſis ſodert mit Recht eine re⸗ 
currirende als die zweyte Hauptform jeder Entwick⸗ 
lung. Und wir haben nachzuſuchen, ob bs Ss geb 


ſchen den Gerfücinn der Reihe für en | 


AE AxpAx2, „ein Geſetz des ‚gegenfeitigeh Zu⸗ 
ſammenhangs entdecken läßt, durch deſſen Huͤlſe jeder 
ſolgende von ihnen aus dem GK wien 
| werden kann. 


Hier kehrt die ganze Unterſuchung d ungeändert 
wieder, welche bey der Ableitung einer Recurſions. 
formel für die Coefficienten der Potenz elnes Poly⸗ 
nomiums (pag. 205 — 211) angeſtellt worden iſt. 
Das independente Geſetz unſrer Coefficlenten gibt 


1 h g h . - 
Rt C SÉ Waͤre in dieſem Ausdruck 
Tach | > RN 


nicht der Diviſor 1. . h, fo fiele er völlig mit dem 
für, die nr eines Quotienten zuſammen, 


welche ſich aus m entwickelt, 0 würde 
1 Ser AE 
Zb, wie De ës: die recurrirende Formel ſeyn 


Log? 


A aA. Ak. T 4. Jetzt aber erlaubt 
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* 


zwar die Anweſenheit jenes Factors in dem indepen⸗ 


denten Ausdrucke nicht, dleſe Formel zu ſetzen, bringt 
aber auf die Vermuthung, daß das ‚Hinzufügen eines 
eignen Factors in jedem Gliede auch dieſen Umſtand 


werde Frin koͤnnen, daß alſo die geſuchte Bezie⸗ 


1 1 rr kierch 1 * 


burg durch die Formel A fa A.. + fa, A. + fa A, 
werde darſtellbar Ion, N 


Die Prüfung dieſer Annahme wi: Be genau, 


wie im obigen Falle. Man nehme aus A irgend 
eine Comhinationsſorm, der unbeſtimmten Claſſe m 
gehoͤrig, heraus. Sie wird ihre Permutationszahl N, 
und dem independenten ‚Belege gemäß den Divifor 


0 1. 2 . m, bey ſich fuͤhren. Eigentlich ſind in ihr 


alle Woriätionsformen, aus den Elementen, welche 
fi ie in fid) enthält, zufammengefaßt, ` Heben wir alle 


diejenigen Wariationsſormen aus dieſem ke mie, 


der hervor, welche unbeſtimmt das Element 3 an der 

Spitze ſuͤhren, von welchem wir annehmen wollen, 

daz; es 7 mal in der Form vorkommen mag (fo 

daß alle Lr m, und Ekr=r fern witd), bm 

die Anzahl aller dieſer Variatlonsformen EN; Fragt 
m 


man, wie fie bey der recurrirenden Bildung von N in 
dieſen dech gekommen find, fo iſt offenbar, daß 


ſie nur aus 4 berühren koͤnnen, weil nur dieſer Groͤße 
beym Recurriren ` an die Spitze geſtellt wird. Sie 


— 
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R * 
find aber, abgeſehn von ihrem Anfangselement a, ſaͤmt⸗ 


lich der Claſſe mei ongehörig, haben alſo, dem ine 
3 Geſetze zufolge, inſoſern ſaͤmtlich Ion ` 


in 4 den Diviſor 1.3 (m- geführt, fo wie fie 


bey der Recurſion den Factor d Sefommen haben 
ſollen. A kommt alſo jezt nur darauf an, ob der 
Ausdruck f AN, wenn man in ihm Dap ze und k 


— 


1. 3. (mi) m 
alle moͤglichen zuſommenge hörigen Werthe fest; und 
die daraus. eneſtehenden Zahlen zuſammen rechnet, 
würklich den Factor N Verworbeluge welchen die an⸗ 


WER CHE m 


genommene Combinatlonsform „ dem bewleſenen inde⸗ 
pendenten Geſetze gemaͤß, in d bey ſich fuͤhrt, oder in 
Zeichen, ob ein Werth fuͤr £ gefunden werden kann, 


f unabpängig * m, und alſo ‚für alle Combinations. s 
formen aus A, fie mögen gehören, zu welcher Claſſe 


— 


ſie wollen, ſich gleich, der in der That EU, 5 


. ) m “u: 
zu geben vermag. 


"a 


Sondern wir auf beyden Seiten Factoren, die 
weder k noch r enthalten, und alſo ols unabänderliche 


gemeinſchaftliche angeſehn werden koͤnnen, ab, d. h. 
laſſen wir N Nauf beyden Seiten weg, ſo Pai 


1.3 m Le e 


ſich unſre Formel auf Sk. geet 
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Und fo wird es hier ſehr leicht, zu finden, wle ft 
genommen werden muß. Es ſollte, der Annahme ge⸗ 


b 1 Irkzr ſeyn. Man ne alſo offenbar nur 
für Eben Werth 5 E zu . = Duri at 


> 


D verwandeln. EI? Werth aber Zock , iſt 3 ein⸗ 


kä, als man nur wuͤnſchen mag, und ST offen⸗ 
bar von m völlig unabhängig, Freylich iſt er es nicht 
von r, fo daß alſo die Factoren, welche man im re⸗ 
currirenden Auſſteigen von vorhergehenden Coeffietenten 


zu folgenden den einzelnen Elementen beyzufuͤgen hat, 


allerdings bey jeder neuen Recurſion geändert werden 


“müffen. Indeſſen bleibe doch die ganze Formel leicht 


uͤberſehbar. Man ‚multiplieire jeden der vorhergehenden 
Coefftelenten mit dem Elemente, welches ſtinen Index 
zu der Zahl des verlangten ergaͤnzt, nachdem Lies 
Element ſelbſt mit feinem eignen Index multiplicirt, 
und durch den des geſoderten Coeffictenten dividirt 
worden iſt. In Zeichen: SN 2 


rd -3-7-2 


7 — e 
Ae 4. it CHE A 


Tr 


Bequemer für die Wirechevng wird die Formel, wenn 


man alle Glieder unter einen, ohnehin ſchon gemein⸗ 


ſchaſtlichen Divfjor ſtellt, und fo mag denn auch 


das Sie Reſultat ea roche werden: wenn 


er TA T Aa Aere hf 


1 EI 2 rä K rk 


RER ka Br ＋ 


251 
Es bilöhne ſich der Mühe nicht, He klelnen Modifi 
tationen, welche u Regel für die etwas erweiterte 


Form biss ur, erhalten müßte, hier aufs 
Neue anzuführen. BS 

Es gibt noch Höhere Erbonenzialgrößen als die bisher 
betrachteten, und zwar von mancherley Arten. Bleibt 
die Baſis elne Nebengröfe, fo daß nur der Exponent 
ſelbſt wieder als eine Erponenzialgröße angenommen wird, 
fo fallen ſie unter die Regeln der vorigen Entwicklung 
zuruck. Soll aber die Baſis ſelbſt eine nach Potenzen 
der nemlichen Hauptgröße ſortſchreitende Form wie der 
Exponent ſeyn, ſo muß man erſt Kenntniſſe von der 
Entwicklung logorithmiſcher Ausdrucke haben, ehe man 
die ihrige zu unternehmen vermag. Dazu führen die 
naͤchſtfolgenden Betrachtungen. „ l . Gm 


` — — A 
% WV Se 2144 ’ Bu bk: 
v > d 


Eilftes Bapitel. A 


Entwickung der Logarithmen oder gege 
nenziirung. Logarithmotechnie. 


So wle die directe Aufgabe der Potenzlirung in 
zwey verfchiedenen Geſtalten aufgeſtellt werden kann, 
jenachdem man die Hauptgroͤße in den Grundfactor, 
oder in den Exponenten der Potenz übertragen hat, 
ſo kann auch die umgekehrte Aufgabe, welche durch ſie 
von ſelbſt herbeygefuͤhrt wird; in zwey verſchiedenen 
Formen erſcheinen. Die eine von Hein (8 dle! D 


Pu 


+ 


F ˙ m ² ꝛùàT˙ ³¹- NTT 
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ausziehung; von ihr gibt der binomiſche Lehrſatz die 
Auföiung. Die andre hingegen, die Exponen⸗ 
ziirung, wobey der berechnete Werth einer Potenz, 
und der Baſis woraus fie ſich gebildet haben mag, 
als bekannt angenemmen werden, der Exponent aber, 
welcher dieſer Baſis als ſolcher beygelegt werden muß, 
damit die Petenz, den vorgeſchriebenen Werth erhalte, 
gefunden werden ſoll, muß einer genaueren Betrach⸗ 
tung erf unterworfen werden. Es wäre der Natur 
der Sache angemeſſen, für dieſe Operation ein eignes 
Zeichen einzuführen, wie man auch wuͤrklich 3 B. 


b 
das Séng vorgeſchlagen bat, welches andeuten 


bi, daß die A als Potenz der Baſis a betrachtet, 


und der ihr zugehörige Exponent gefunden werden 
b ri 
muß, fo daß alſo, wenn = = c gefegt würde, biefe 
` a 


Gleichung als Umkehrung von a: — b onzuſehen 
wäre. Indeſſen hat man einmal eine an ſich über 
fluͤſſige und unbequeme Terminologie und Bezelch⸗ 
nung von ganz andrer Art eingefuͤhrt. Die Bes 
nennung Exponent und kogarithme ſind gleichbe⸗ 
deutend; ſtatt Werth der Potenz, welcher ein gemiffer 
Exponent angehoͤrt, pflegt man Jahl die einem ge⸗ 
wiſſen Logarithmen angehört zu ſagen, und fo verſteht 
man die Aufgabe der Exponenzllrung unter dem 
Ausdrucke: fuͤr eine gegebene Baſis, zu einer ge⸗ 


wiſſen Zahl den zugehörigen Logarlehmen finden. In 
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Zeichen wenn a b, ſo iſt c=log baba num. b. 
Dieſe Bezeichnung pflegt in zwey Faͤllen eine Abkuͤr⸗ 


zung zu bekommen. Es gibt zwey Potenzenſyſteme, 


von denen die Baſis unabaͤnderlich beſtimmt, und ein 
für allemal bekannt iſt: das natürliche Potenzenſyſtem, 
und dasjenige von welchem 10 die Baſis iſt. Mon hat 


man die Logarithmen im erſten ſelbſt natuͤrliche oder 


hyperboliſche, im zweyten kuͤnſtliche oder gemeine 
zuweilen auch wohl briggiſche genannt, Wenn man 
alſo in dem natürlichen Poten zenſyſtem fraͤgt, was für 
eine Potenz elne beliebige Zahl ſey, ſo druͤckt man 
dies aus: es fol ihr natürlicher dogarihme gefunden 
werden; im deeadiſchen Potenzen ſyſteme; ihr gemeiner 
oder kuͤnſtlicher Logarlthme. Wenn alſo z. E. e'=b 
wäre, und man a als unbekannt anfähe, fo würde 


es beißen a log nat. b, oder auch wohl a S log b 


ſchlechthin; wenn 10 b waͤre, a = log vulg. b. 
In allen übrigen, Fällen aber muß die anfaͤngliche Art 
der Bezeichnung beybehalten werden. Zum Glüuͤck 
find es in wuͤrklichen Rechnungen faft nur die natuͤr⸗ 
lichen, und etwa zuweilen die gemeinen Logarithmen, 
womit man zu thun bekommt. 

Es iſt aus der Elementar Arlthmetlk een 
daß die allgemeine Frage, was fuͤr eine Potenz von 
irgend einer gegebenen Zahl eine andre ſey, wenn ſie 
nur für ein einziges Potenzenſyſtem aufgelöst: werden 
kann, eben dadurch fuͤr jedes andre ſehr leicht zu 
beantworten iſt. Wir wollen fie deswegen zuerſt für 
das natürliche Potenzenſyſtem in Erwaͤgung nehmen. 


. 
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Der einſachſte Ausdruck, welche man dem berechne» 
ten Werthe einet Potenz aus dem natürlichen Soſtem 
geben kann, wenn man ihn als eine zuſammengeſetzte, 
und die Haupigtoͤße künftiger Entwicklung enthal⸗ 
tende Größe anſehn will, iſt ı x. Wir fragen 
alſo zunaͤchſt, ob es moͤglich iſt, eine nach Potenzen 
von x fortſchreitende Form zu finden, ſo daß, wenn 
man ſie zum Exponenten einer Potenz von e macht, 


der berechnete Werth dieſer Ee genau 1 ké 
werde, 


Dieſe Aufgabe iſt das Umgekehrte der Poren» 
zlürung. Ihre Auflöfung kann alſo, ale allenthalben 
wo von umgekehrten Operationen die Rede iſt, nur 


f dadurch gegeben werden, daß man das Geſuchte als 


ſchon gefunden annimmt, um es ruͤckwaͤrts, durch 
Vergleichung mit dem Reſultate, welches aus Ae 
bervorgehn ſol, zu beſtimmen. 


Nun Se ift bey ben RR ber Expo⸗ 
nenzialgroͤßen gegeigt > daß die Exponenzlalgröße 


Sé 2 2 er 
e * ax. durch eine Relhe von der Form 


e AE 2 Ax dargeſtellt wer⸗ 


TE 1 E LG 

den könne, fo daß Aer und A = a, und, wenn 
nach dem recurrirenden Zuſommenhange der, aen 
den Coefficienten gefragt wird, 


1 ırı kr-k f r E 


e E Fe: eek EI 
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Wir 1 ud ol berechtigt, wenn wir die Som 
asi 8 „ Ker“ „als eine reif fingite 


2 
betrachten, BT E Sat zu ſetzen, und 
77 1 / 


* 2 
zu unterſuchen, wie die Coefficienten a, a,, 2 
elngerichtet werden müflen, damit dieſer Dario ) 
Benüge gefchehe. 
Iſt mithin das ENEE welches aus der würk⸗ 
2 
lichen Entwicklung von ers, Ks, hervorgeht 


SAT AX TAN Ax, fo fräge ſich, ob bes 
wurkt werden kann, daß A i (welches von ſelbſt der 


Fall ift); daß Ar * weil Alta, „ nur ges 
ſetzt zu werden braucht, daß er ſeyn ſoll); daß end⸗ 


lich jeder folgende. Coefficient, wie A, wo r alle 
Werthe, von 2 an, bekommen darf So ſey ? Denn 


alsdann wird in der That jene Reihe A＋ Ax 
2 r | 
Ax?..+Ax’.., wie wir verlangen, Six. 


Wenn jeder folgende Coefſiclent, außer A und A, o 
ſeyn ſoll, fo reducirt fi ch der allgemeine Gate ihres 
gegenfeitigen TEE 


T 1 1 


AAL ee LA rag 


auf die nur aus 3 Gliedern beſlehende Wee 


r a Ar Setzen wir in ihr für A 


N 
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und A die (mon m. Werthe Ach " 
gi fie (en + ra=o, oder bequemer SE 


Und ſo ſtelt fi ſich eine zußerſt einfache CT 


dor, die nur in Abſicht auf die Coefficienten des fin 


gitten Exponenten angenommen werden darf, damit 


der berechnete Werth feiner Potenz im natürlichen 


Syſtem würklich 1E x werde. 
Wir wiſſen ſchon, daß 4 L fer muß. Die fols 


genden Coefficlenten finden fi 4 aus unfrer ee 


3 


3 
regel. Ihr gemäß wird a=- ER T ar ME 
u. ſ. w. Das independente Geſetz iſt leicht zu ergrel⸗ 


fen. Es werde angenommen, daß a Ci * 


D 


Alsdann wird SET * ra=(-ı). 1, welches 


r TT 
die unbedingte Gultigkeit dieſes für die erſten Gott, 


denten wuͤrklich ſtatt findenden Geſezes außer Zwei 


ſel ſetzt. 

Unſre erſte Aufgabe m alſo DT? Soll 1 ＋ X 
als Potenz von e betrachtet werden, ſo iſt der Expo⸗ 
nent, welcher dleſer Potenz beygelegt werden muß, 
damit jene Annahme beſtehe, d. h., in der gemöhn« 


llchen Terminologie, es iſt log. nat. (i-+x)=x-ix? 
i L Cie kl. 


Als ein beſonders merkwuͤrdiger Umſtand verdient 
angeſuͤhrt zu werden, daß die Reihe, wodurch ſich 


* 
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| aus der Baſis eines Potenzenſyſtems, 1 a, der Mo. 
5 ebendeſſelben berechnet, Modul. bat 0 ＋ a) 
Sa -a Ta ⁹˙ Je W iſt, së 


a 75 2 
ſich vermoͤge der eben: e e Formel für die 


Zahl 1 -a im natürlichen Potenzenſyſtem der Exponent 
entwickeln würde Wir dürfen alſo insfünftige Gart 


Modul. bat (1 ＋ a) den geſchloſſenen arithmeti · 85 


ſchen Ausdruck, log nat (1 + à) ſetzen, ſo daß io: ? 
lich jezt die proche Reihe 
moo 


8 T i A „„ e | 


wobey Aa EIST war, 
S — 


durch D Lal ETH edel vi 
+ log ( +a)]° X act; Es 8 99 RES 


1 se 1 


dargeſtellt werden kann. und me zeigt ſich ein neuer 
Grund, das natuͤrliche Potenzen oder Logarithmen 
Syſtem als das wichtigſte unter allen anzufehen, 
Selbſt alsdann, wenn man irgend ein andres 
urſpruͤnglich berechnen wollte, miſcht es ſich ein, und 
die Coefficienten der zur Berechnung nothwendigen 
Reihe ſind eigentlich aus ihm hergenommen. 

Der bisher betrachtete Fall der Exponenziirung 
im natärlichen Syſtem war eigentlich nur der ein- 
fachſte. Mag jezt eine umbeſtimmt nach Potenzen 
von x ſortſchreltende Form genommen ſeyn, ſo daß 
gefragt wird, ob fie nicht eine Potenz von e iſt, und 

R 


CZ A. en 
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ob nicht ein ihr zugehoͤriger Exponent als elne ahnlich 
gebildete, von ihn abhängige Form, ausfindig gemacht 
werden kann. Dieſe Unterſuchung führe ſich im Allge⸗ 


5 meinen BN og wie im einfachen Falle. Es 


fen 1% Ax 4 Ax®. . + Axt = die gegebene 

Form; der ihr zugehorige vorlaufig angenommene 
N 1 Te ＋ 

8 Art ax. Tax. . Es ſoll die 


I Lë 2 * 
eK AK ‚ax. SITA TARA. Ax T., ſeyn 
Nun aber haben wir, bey der Entwicklung der Expo⸗ 


bk x 2 
ene geſehn, daß Er S iſt, und daß allgemein 
1 rt We) TI E 


IER + ik Ann +(r-1)aA ER 
Wir Pe SE su Kecurfi onsformel, um aus 
den Groͤßen 3 ge de 1 die wir als bekannt annah⸗ 


1 2 T 
men, die Größen A, A... A, vermoͤge ihres gegen⸗ 
ſeitigen Zuſammenhangs zu beſtimmen. Sie ër 
ſich, nach einer leichten Veränderung, eben fo gut im 


umgekehrten Sins gebrauchen, und gibt alsdann 


x 1-3 rk K 
n . 8 — Ele -2). d a . „k A. a 
JJ. ͤ d.. ̃ — ͤ 292 


D 


a 


SEKR, As 2 ＋ 1 4 die geſuchte Regel, vermoͤge deren 
dp, ‚für e (+ Axt As. Ze „, wenn 


man deffen entwickelten Werth 1 * 4 eer, Ka x. 
ſetzt, jeder folgende Coefficient dieſer geſuchten Reihe 


#59 


(der erſte A 2 A) aus den vor ihm Geen 
gefunden werden kann. Cp 
Es ließe ſich aus dieſer Recurſionsſormel der inde⸗ 
pendente Ausdruck jedes einzelnen Coefficienten ableiten. 
Man gelangt aber bequemer dazu, wenn man den 
gegenwaͤrtigen zuſammengeſetzten Fall auf den erſten, 


einfacheren zuruͤckbringt. Um log 0 TAX ＋ AX 
Ae ..) zu erhalten, fege man momentan 2 (Ax. 


Ax * .) Alsdann iſt nur log (1 ＋ 2) vor 
handen, wovon der Werth durch die bekannte Reihe 
log (1 ＋ 20 22 -32? ＋ 3232 Ci) z 
dargeſtellt wird. Man ſetze in biefer für 2 feinen 
eigentlichen Werth zuruͤck; entwickle jedes Glied nach 
Potenzen von x, und ziehe die daraus entſpringenden 
Reihen in eine Summe zuſammen. Dieſe Arbeit iſt 
ſehr leicht, und es find ähnliche im Vorhergehenden 
ſchon oft genug vorgekommen, um uns zu berechtigen, 
bier das Reſultat als auf den erſten Blick klar ſogleich 
anzugeben. Die neue Reihe muß mit 1 anheben; in 
ihren ſucceſſiven Gliedern dle fucceffiven Potenzen von 
x enthalten, fo daß allgemein das oft 


h h 
S 2 (2°C) x" iſt, angenommen, daß 
a ı 8 1 
die Coefficienten der gegebenen Form, A, A,. A,. 


als combinatoriſche 3 betrachtet werden. 
R 2 
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Wir baben für das Anfangsglled der zu exponen⸗ 
züirenden Form die Einheit genommen. Dleſe Vor · 
ausſetzung ſcheint ſehr partiell, aber man kommt bey 
jeder allgemeineren auf De wieder zuruͤck. Sollte 
log. SE EST ML Cyerk23, .) gefunden werden, 
ſo müßte zuerſt die Var Form . Product von 


zwey Factoren, a EA CR e dorge⸗ 

Get ` werden; ihr Logarithme wuͤrde alsdann 
B C 

log (Ax) ＋ log (+2 ＋ * ＋ Zeng) in wels 


chem 88 nur der SZ Theil einer Entwick⸗ 
lung faͤhig iſt. | 


Bisher iſt nur von der Exponenzlirung einer ans 
genommenen Form im natürlichen Potenzenſyſtem die 
Rede geweſen. Der Uebergang von da zu jedem an, 
dern beliebigen Syſteme iſt leicht. Bekannten Lehren 
der Elementar- Arithmetik gemäß, iſt 1080 +2) baf.a 
3 ſo daß alſo, wenn irgend 
eine Form als Potenz einer beliebigen beſtimmten 
Baſis a, betrachtet werden ſollte, die Reihe ungeän- 

dert beybehalten werden koͤnnte, wodurch ihr Logarithme 

im natuͤrlichen Syſtem ausgedruͤckt wird, und nur der 

Diviſor log a ihr beygegeben werden muͤßte. In 

Zeichen log (1 + x) baſ.a = i (XX AXA -x*..) 
log nat a 

Det find wir auch im Stande die höheren Ex⸗ 
ponenzialgroͤßen zu betrachten, bey denen Baſis und 
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Exponent beyde Formen ſeyn ſollten, 055 nach 
Potenzen einer gewiſſen Hauptgroͤße Join 
(ax Ach Hp sl Lange, )J. Nennt 
man Anfangs die Baſis eines ſolchen Ausdrucks 
bh, und den Exponenten A, fo reducirt er ſich 
auf (1 3) A, gibt alſo die Reihe , SE 
A- et Hr AC Hos dich, 


les (e Bj", | Rn ift A eine nach Poten⸗ 


i Se von x fortfchreitende Form; gen Ae be 


leg ( B)=log (1 + ax + bx? = in eine folhe 
aufgelöft werden. Und fo erhellet die Moͤglichkeit, 
jedes einzelne Glied der Reihe für CA B) in eine 
nach Potenzen von X forefchreitende Form umzusetzen, 
mithin die Summe von ihnen allen auf die gleiche 
Geſtolt zuruͤckzubringen. Es verlohnt ſich aber nicht 
der Muͤhe, die vollſtaͤndige Auſtöſung dieſer verwickel⸗ 
ten, obſchon an Dh leichten Rechnung beyzubringen, 
um ſo weniger, da kaum ein Fall vorkommen moͤgte, 


wo man 3 von DS zu ee 


e - — en 


Die Formeln fie die Entwicklung von 1 
men und Srponenziälgtöfen find nicht bloß zum 
allgemeinen analytiſchen Gebrauch, ſondern auch des⸗ 
wegen von fo großer Wichtigkeit, well durch ihre 
Hulſe die beyden beſtimmten Potenzenſyſteme, welche 


wir in unſern Tafeln beſitzen, berechnet worden find, 


Sie bedürfen zu Hop: ` Auer mehreren mon 
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denen: ihre Anwendung erfobert mancherley Kunſt⸗ 
griffe; der Inbegriff der dazu gehoͤrigen Lehren pflegt 
Logarithmotechnie genannt zu werden. Sie be⸗ 
ſchraͤnken ſich meiſtens auf die Berechnung der natuͤr⸗ 
lichen Logarithmen, da es eine ſehr geringe Mühe 
macht, aus ihnen zu jeden andern Syſtem uͤberzugehn. 
Es mag alſo zuerſt davon eine zuſammengezogene 
Darſtellung gegeben werden. 

Die einfache Grundreihe fuͤr die ig be 
Stier: log (I TY) 2 Peer 


E A 

ober ge ＋ y geſetzt -y, log 1 e Së +2 2 ＋ 

2 4 ) ift von ſeht geringer unmittelbarer Brauch ⸗ 
4 Ce 
barkelt Sie convergirt nur, wenn man für y echte 
Bruͤche ſetzt, und auch da nur dann ſchnell, wenn 
dieſe Brüche ſehr klein find; kann alſo hoͤchſtens für 
die Zahlen zwiſchen o und 2 ihre Logarithmen ver⸗ 
ſchaffen. Aber dieſem Fehler kann dadurch, daß man 
dle Reihe mit ſich ſelbſt combinirt, ſogleich abgeholſen 


werden. Bekanntlich iſt log = =log(1+y) 


—log(1-y), mithin 1) log % 8 SCDE KÉEN 
CC + . ) Man konn die Geſtalt dieſer CN 


für die Berechnung beguknied machen, indem man 
ı Fy=zfeßt, woraus Be yas-ı folgt, 
CSR E 255 CO 


Alsdann wird fie Ss EE 2 ( SS +3 d GE 
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+ zé und fo iſt es klar, daß fie für 
alle Zahlen, die größer als 1 find, elne Naͤherung 
geſtattet. Denn 2 1 wird allemal ein echter Bruch 
2 ＋ * 
ſeyn, ſobald 2 groͤßer als 1 genommen iſt. Aber dieſe 
Näherung iſt doch nur alsdann einigermaßen betrachtlich, 
wenn 2 eine kleine Zahl ſeyn ſoll, und ohne beſondre 
Kunftgriffe bey dem Gebrauche der Relhe wuͤrde man 
in große Weitlaͤuftigkeiten gerathen. Dier nur einige 
von dieſen Kunſtgriffen als Proben. 
Mon ſetze in der Reihe 
ët) 1 EN AE . 


4 / 
für y=5, fo enthalt man 
eng AT 
5 348° ee? 
Dën fr y= 


erster 
EEE 
ar rar 
frx=ı 
` — 9 
log II Fir! 
"A 5 3.9°5.9° 
Bast 5 


156 p=ırı+ nr. 
RE 8.55 5.99 
Aus dleſen Logarithmen aber kann man durch leichte 
Verbindungen die der erſten zehn ganzen Zahlen 


ſogleich hervorbringen. 
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Da 4 H 2, ſo gibt log ` de log 3 Er a 


Ke GC finder ſich log 4; ee Sei, entſteht log 8. 

„4 = 53 mithin Jog 4 + 108 4 10g 5. 

Ebenſo wird log 2 + log 3 — log 6 DEE 
=1og9; 2 log 5 log 10 Endlich, da 39: 5. 10 
Sry, ſo bat man log 28 — log 5 - log 10 = log , 
mithin log z = log 3. wovon das Umgekehrte 
log 2 feon wird. Und ſo laſſen ſich durch ſchnell 
conpergirende Zahlen die natuͤrlichen Logarithmen der 10 
erſten Zahlen finden. 

Man kann aus der eben reg Haupefore 
mel mehrere andre ableiten, welche es möglich machen, 
die Logarithmen gewiſſer Zahlen zu berechnen, wenn 
man die der naͤchſtgroͤßeren oder, nächfikleineren 
Zahlen ſchon als bekannt annehmen darf. 

Es ſey z. E. kr: sët? mithin LECHEN 
* fe 8 
Es wird alſo leg ı + y=logz leg 2 log (z- 1) 


2 i zur 


ſeyn. e e log i +y=y+y?® ＋ 7 2 
ı—y 2 * 3. Ke 
Man erhaͤlt alſo 2) BR: 2 = e 6. 8 Fr 1 
ke 1 + 1 * n — Si K CES 
Slam) Same ` | 
Etwas Aehuliches ließe fi ch aus der Fundamentalformel 
1og (1 +y)=y- E A D'Aen A geradezu ers 
3 
holten. Man ſetze in S E y an bie Stele ALELT, 
10809 (25 = og (24) an 109 0 be ap tr, 


CES 


2 n. 2 2 32 
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win » log (a Hast we e TB Ai 


25 223 32 
Auf "gleiche Weſſe "finder $ ich aus der bekannten 
Grundreihe für. Jog (1 ), die Formel 
ad ap log -U Red 
d Si 222 Si 8 
EH man zu Ihr die vorige 
ea 4 Uzt ECC 
ae —— 323 
ſo eine; oc Säin der Summe genommen 
ai logz= e E 1 TI. 


223 Ier? 625 


en mi 


sup nm Ten 
Dieſe ES iR ſehr 5 bey der Berechnung 
dë Potenzenſyſtems. Denn man wird dabey 
urſpruͤnglich nur die $ogarithmen der abfoluten Prim: 
zahlen durch die Anwendung unfrer Reihen zu finden 
haben; bie aus ihnen zuſammengeſetzten erhalten ihre 
Kogarichimen durch. leichte Addition derjenigen, welche 
ihren Factoren gehoͤren. Iſt aber 2 eine Primzahl, 
ſo wird ſowohl (2-1) als (2 i) aus Foetoren 
zuſammengeſetzt ſeyn. Man darf atfo 10g (2 1) und 
log (2 ＋ 1) en als bekannt annehmen, wenn man 
log 2 berechnen will. Je größer 2 iſt, deſto brauch⸗ 
barer wird unfee Formel. Eine ihr ganz ahnliche 
aber noch ſchneller convergirende Reihe koͤnnte man 
eus der Formel 2) erhalten, wenn man nur in ihr 
„für 2 fegen wollte ` Kë Kgl auf 1 Seiten 
durch a binibirend Ge 
pe A 1 Ea as 


ieder ` 9 en 
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Eine ondre Claſſe von Formeln macht es möglich, 
den Logarithmen einer zweytheiligen Größe aus dem 
ihres erſten Theils, und einigen Bruͤchen, die, aus 
beyden Theilen gebildet, zu ihm hinzugefuͤgt werden, 
zuſammenzuſetzen. Es ſey log (a + b) zu ſuchen, 
log a aber ſchon bekannt. Da a ＋ b Set ü Ser) 


fo iſt log (a-+ b) = log a + log 85 e „mithin, 
für den zweyten Theil feinen Werth geſetzt, 

Slogtetb)=logatb+3(B)? 4 00400075 
Eine ahnliche noch brauchbarere Formel kann man aus 
der bekannten Reihe für log 1 5 Ltr (n. 1. erhalten, 


wenn man ihr für y an die "Stelle beben will b. 
Alsdann gibt ſie . — 2 


ef — ein (AT DR 
: WH 
— log a, mithin 


| Ae 3 
Deere. 4.91059 
+3 AT .. Auf dieſe Formeln gründer Dé 


der Gebrauch der Proportionalthelle in unſern ge⸗ 
woͤhnlichen Tafeln. 

Noch eine andre Art von Kunſtgriffen kommt 
darauf an, daß man, wenn von einer Zapı 2, der 
logarithme berechnet werden ſoll, ein Vielfaches von 
ihr, m z, zu finden weiß, welches um ein verhaͤltniß⸗ 
mäßig Geringes, d, von einer Zahl abweicht, deren 
Sogarichme als ſchon Wes angenommen werden darf. 
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Denn wenn mi n nf? 1 fo ift. 


log m A logz = log n EE mithin 
8) log z = log n- log m d- d d -d 


n 2n2- Sei Ant ` 

Es verſteht ſich daß d auch eine negative Zahl ſeyn Sé 

Alle diefe und ähnliche Methoden finden aber nur 
alsdann eine Anwendung, wenn man ſchon von ge⸗ 
wiſſen Zahlen die Logarithmen hat, und aus ihnen die 
von andern berechnen will. Sie ſind ſehr brauchbar 
bey der Berechnung eines vollſtaͤndigen Logarithmen⸗ 
Syſtems; aber fie helſen wenig, wenn für einzelne, 
iſolirte Zahlen die Logarithmen gefunden werden follen. 
Da dieſer Fall indeſſen ſehr wohl vorkommen kann, ſo iſt 
elne andre Methode nicht uͤberfluͤſſig, durch deren Huͤlſe 
auch für den lezten Fall Rath geſchafft werden kann. 

Dieſe Methode, eine der aͤlteſten unter denen, 
welche bey wuͤrklicher Berechnung der Logarithmen 
gebraucht worden ſind, ſetzt voraus, daß man die 
Logarithmen der ſucceſſiven Potenzen von 10; die der 
g erſten ganzen Zahlen, und die der unechten Brüche 
von 1, 1; 1, 2, . . 1, 9; eben fo der von 1, 013. 1, 0g; 
allgemeln der unechten Bruͤche von der Form (ka 


g PER 


wo a alle Werthe von 1 bis 9 haben kann, n bis zu 
der Zahl aufſteigen muß, welche die Menge von 
Decimalſtellen anzeigt, bis zu welcher die Berechnung 
getrieben werden folk Eine Tabelle, welche alle dieſe 
logarithmen enthaͤlt, iſt leicht berechnet, well zu ihr 
die erſte Grundreihe (ër log (1 + y) unmittelbar 
gebraucht werden darf. Sie wird am beften für jedes 


— Ae 


1 
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Potenzenſyſtem beſonders berechnet, und mag bier, 
da ſie auf einen geringen Raum zuſammengedraͤngt 
werden kann, ſowohl fär das natürliche, als fuͤr das 
gemeine sogarirämenfoftem ihre Stelle finden. 


J. Holfstabelle zur Berechnung der Cogarith 
men im briggiſchen Syſtem. 


` meer 


LL 


Zahl. Logarlthme. 


9195424 25004 39324 87459 
8190308 99869 91945 58564 
7184509 80400 14256 83071 
6177815 12503 83643 63251 
5 69897 00043 36018 80479 

460 05 99975 27902 39043 


2 47712 12547 19662 45730 


2 30102 99956 6598: 19521 


8 25527 25051 03506. pe 
' 7125044 89218 78273 Se A 
„620411 99826 55924 78006 
"5117609 12590 55681: 2420 
4114612 90556 78238 02593 
3111394 35523 06836 76921 
2107918 12460 47624 82772 
Bruch, 04159 2685 26851 58225 1 R 


9058742 64979 40623 63520 
803342 37554 86949 70231 
702938 37776 35209 64083 
Ss 02530 58652 64770 24085 
502118 92990 69938 07279 

: 4101705 33392 98780 35485 
501283 72247 05172 20517 

; N 2 00868 01717 61917.56105 
Nest 13757 82642 57428 


9 00389 11662 36910 — 2 


Ss 8 .00540.05521 09506 48616 


700303 94705 53618 00717 
SC 79807 19908 59231 
e Wi 00216 60617 56597 67623 

0017357126 9000 52977 

* 00130 09350 20418 11880 

4000086 77215 31230 9124. | 
„3190043 40774 79318,64267 


er 
9 


9027875 8559 52828 985840 


kLogarlthme. 


00059 06892 4 49910 13105 
00034.72966 85563 54069 


8 


7030 38997 84812 49161 


2 600026 04985 47390 34682 
25100021 70979 72230 20828 
"4 ooo 7 36850 58464 91882 
3 o00 13 02688 05227 061 
200008 68502 11648 95723 
ese 54272 7686 ‚66964 


9 00808 00805 90847. 44584 16759 
Ki ‚00005 47421 68884 03320 
' 7,00005 05995 49761 30869 
2 6/00002 60568 87215 39548 
85 00002 17141 81245 15514 
Gei 00001 73714 3849 80922 
3 00001 30286 39028 48426 
2 0000 868358 02780 32676 
3 00000 45429 23104 45319 


d 00000 59086 32748 30828 
Greg — 34743 41957 87671 
— — 30400 50735 15761 

Ama — 6057 89074 1311 
25. — — 21714 66980 85333 


74 — — 371 74183 25642 


5 — — 13028 81491 38850 
2 — — 06686 88095 21870 
2) — 04542 94204 75616 


9|00000 03968 8 64857 8; 82377 


1 Bon 95474: 35446 54544 


7I— — 03040 06030 93018 
6 ler 02605. 76610 6085 


8 a 
85.— — 02171 47186 66483 
vd 01757137768 01775 

Dk — 01302 88325 02773 


Zei AT DER 58887 69476 
ve 00454 29446 01885 
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ER LEE 4 


* Zahl. 
9100000 00390 86501 61240 
88. = — 00547 43557 16252 
87 — — 00304 00612 66921 
86 — — 00250 57668 13247 
85 — — 00217 14723 55229 


Zahl. 

9 000c0 00005 90865 03554 
2 Di — 00003 47435 38538 
87 — — 00003 04006 13725 
5 6 — — 00002 60576 68906 


ki 


Logarithme. Logarithme. 


4 — — 00173 71778 92869 
Al — 00130 28854 26167 

21 — — 00085 85889 55121 

1 — 222 

9 ſ ooo 00039 08650 31954 
88 — — 00034 74355 84133 


87 — — 00030 40001 36268 


36 — — 00026 05766 88360 
85 — — 00021 71472 40409 
e dl — 06017 37:77 92414 
.3|— — 00013 02883 44376 
2 — — 00008 68588 9629 
Ale — 00004 34294 48169 


2228 


— 


851 —— 00002 17147 24:90 
84. — 00001 73717 79275 
5 — — 00001 50288 34455 

2, — 00000 86858 89637 

'9.00000 00000 34086 50357 
08.— — — — 54743 55855 
82.— - — 30400 61575 
— — — — 26067 66891 
— —— — 21714 72409 
— — — — 17371 77928 
— —— — 13628 83446 
— — — — 08685 88964 
— —— — 04542 94482 


1— 00200 43429 44819 
— — — —AÜ—ĩ—ͤ—ͤ4 E 


86 
85 
84 

CG 
‚23 
2 
1 


II. Huͤlfstabelle zur Berechnung natürlicher 


Logarithmen. 
80bl. Ir ` Soso, 
3 00000 00000 00000 00000] ''46,05170 18598 80913 68036 
0000: Leg" eg "` weg 43,749ıı 67668 86867 99634 
1000 ie nn 41744683 16738 92822 31232 
100 — — — — 39/4594 65808 98776 62831 
10 — — — — 


A 00000 000060 00000 
10000 — — — 
1000 


10oo—— ege 


10 — — — 
1 00000 00000 
e 1000 — 
1000 
100 
10 


— 

2 00000! 
10000 
2000; 

100 
10 


36,84250 14879 04750 94429 
34,53877 65949 10685 26027 
52,25619 13019 16659 57625 
29 93360 62089 22593 89225 
27,65102 11159 28548 20822 
25.528453 60229 54502 52420 
23,02585 09299 40456 84018 
20,82326 58569 464115616 
18,42068 07439 52565 47214 
16,11809 56509 58319 788135 
13,8155ı 05579 64274 10411 
11,51292 54649. 70228 42009 
9.21034 3719 76182 75607 
6,90775 52789 82157 05205 
4,60517 01859 88091 36904 
2,50258 50929 94045 68402 


Sahl. dLegorithme. 
95, 79772 45773 36219 58279 


9|0,64185 38861 72894 77599 
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82,7944 15416 79835 9282 
711.9401 01490 55315 50514 


8|0,58778 56649 02119 00819 
7|0,55062 82510 62170 39623 


5,0546 ks 08:64 38198 
4 ,½ 33647 225 


30,2955 88022 41544 40275 
20/0980 26272 96179 71505 
1.0,00995 03508 55 168 08285 


bg: 97413 71471 90444 
8|0,00796 81696 49176 87551 
7'0,00697 5613756425 24210 

9 6.0,00598 20716 77547 46378 
500% 0498 75415 11059 07361 
4|0,00399 20212 69537 45300 
50% 0299 55089 79798 47881 
20,0199 80026 62675 05602 
__1]9,90099 95003 33083 53317 
9/0,00089 95952 42856 02501 

. 8]0,00679 96801 70564 33216 
9 7|0,00069 97551 14275 34191 
86 505g 98200 71967 61555 
" 5|0,00049 98750 41651 04792 
4'0,00039 99200 21526 93537 
3.00029 99550 08997 97548 

2 0% 0019 99800 02666 26672 

2 |0,00009 99950 00535 50654 


Zahl.“ Logarlitbme. 


9|0,00008 99959 50242 98360 
8.0, 0007 99964.00170 55543 

8 7 |0,00006 99975 50114 32734 
3 6|0,00008 94982 00071 99 76 
""5,0,00004 99987 50041 65511 
4|0,00003 99992 00021 33269 
510,00002 99995 50008 99979 
2|0,00001 99998 00002 66063 
,h 99999 50000 33333 


87.— — 69999 75500 11433 
85 — — 59999 $2000 07200 
25 — 49999 87500 04167 
4— — 309999 92000 02133 
5. — — 29999 95500 06900 
2 — — 19999 98000 00267 


09499 99500 00035 
9|0,00000 08999 99595 00024 


8— — 7999 99680 00017 
87.— — 06999 99755 oO 1 
8 — — 05999 99820 00007 
Ss5— — 04999 99875 00004 
"4l— — 03999 99920 00002 
är — 02999 99955 00001 
Zu — 01999 99980 00000 


00499 99995 00000 


— — — zeg 


mes 1,00000 00899 99995 95000 


„ — 00799 99996 80000 
27!— — 00699 99997 55000 
86i— — 00599 99998 20000 
Säi — 00499 99998 75000 
24| — 00399 99999 20000 
St: 7 00299 99949 55000 
2]— — 00199 99999 80000 
E — 00099.99999 95000 
9[0,00000 00089 99999 95950 
S Di — 00079 99999 95800 
87|— — 00069 99999 97550 
86|— — 00059 99999 98200 
25|— — 00049 99994 95750 
"41 — 00039 99999 99208 
5.— — 00029 99999 99550 
2. — — 00019 99999 99500 
2— — 00009 99999 94950 


Seb. Logarithme. Izahl. Logarithme. 


— —ü—4w— — .¼Gf.iPMſPũi·i)P“)dPkwu !:„⸗ 
"ei BS 00008 99999:999594 ` 9]0,00000 Gu 200 90009 Vo00& 


00002.99999 9999 2 
00000 99999 99991 1 = 


— — 2000000009 
— — 10000 00000 


8 00007 99999 99968] 88. — — — — 80000 90000 
CN Ka 00006 94999 999755 Sal — — -- 70000 00900 
85 6— — 00005 99999 99982] 86— — — — 60000 00000 
85 — 06004 99999 99987] 85 — — — — 50000 O0 
Sul — =. 00005 99999 999924 SA — — — 40000 00000 

5. — — 00002 99999 95995] 5] — — — 50000 00000 
CH — 
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Dieſe Tabelle vorausgeſetzt, kann man in beyden 
Syſtemen für alle Zahlen, bie nicht über 10 Ziffern 
binausgehn, bis auf doppelt fo viele Decimalftellen den, 
Logarithmen ſehr leicht erhalten, ſobald man im Stande 
iſt die gegebene Zahl in Factoren der angenommenen 
Form aufzulöfen, und es wird, dies gefchehen, nichts 
als einer Addition ihrer aus der Tabelle bekannten 
Logarithmen erſorderlich ſeyn. | 


Regeln aber, um eine Zahl in ein Product aus 
Foctoren aufzuloͤſen, von denen der erſte eine Potenz 
von 10, der geg eine einfache Ziffer, der dritte von 


der Form ı +2 éi der ate von der 255 + u. ſ. w. 


allgemein der nte nach dem zweyten von der Form ı e 11 


ſeyn ſoll, unter a irgend eine einfache Ziffer Lee, 
find nicht ſchwer zu entdecken. Es kann für unfre 
Abſicht genug ſeyn, nur eine ſolche, in der Ausuͤbung 
beſonders bequeme entwickelt zu haben. Sie kommt 
darauf zuruck, daß man ein Product aus Factoren 


von der Form (+ =) allmaͤllg zu erhalten ſucht, 
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welches, in die beliebig angenommene Zahl multiplicitt, 
als Factum eine einzige Ziffer hervorbringt. 

| Dividirt man eine vielziffrige Zahl durch ihre, um 
eine Einheit erhoͤhte, Anfangsziffer, mit Beybehaltung 
des Ranges, welchen ſie beſitzt, ſo erſcheint ſie als 
ein Product aus zwey Factoren, von denen der erſte 
jene Rang befi itzende Ziffer, der zweyte ein echter Bruch, 
wenig von der Einheit verſchieden, ſeyn wird. Sie 
iſt dadurch, wenn a eine einſache Ziffer, B einen echten 
Decimalbruch bedeutet, auf die Form Aa- iB, 
gebracht. Koͤnnte man nun einen Factor, oder einen 
Inbegriff von Factoren, k, finden, welcher B. ft 
mochte, und wäre der Logarithme eines ſolchen Factors 
ſchon bekannt, wie der von der einfachen Ziffer : a, und 


der von ron, ſo haͤtte man den Logarithmen der Zahl. 


Denn es wird, der Annahme gemäß Af Sa ron B 
a. 10% ën, Mithin ar 


(a. 100 log f. Die ganze Frage kommt alſo jezt 
auf Folgendes zuruͤck. e? bat einen Decimalbruch 
von der Form ı- Gm SH SA) Man ſucht einen 


den 100 T 


8 alſo log A= log 


Factor von der Form E? v fo daß das Product 
| zu! 
von beyden ſo nahe als möglich, und auf allen 


Fall näher als fein erſter Factor, an 1 ruͤcke. Die 
wuͤrkliche 8 der beyden Factoren gibt 


CH SR en Es wird dem gemäß, fo 


10" 
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nahe als möglich an x gerückt ton, (angenommen, 
daß es immer unter bleiben ſoll, wenn a P = 


| geben, weil Si das Hoͤchſte vom Range n ift, was 
? 10 


von 1 abgezogen werden darf, falls noch andre Ziffern 
von folgenden Raͤngen vorhanden ſind, die gleichfalls 
abgezogen werden ſollen, und man ſicher bleiben will, 
daß nie zuvlel abgezogen werde. Doher die Regel 
Hat man einen Decimalbruch, und verlangt man einen 
Factor, deſſen erſter Theil x, der zweyte ein einfacher 
Decimalbruch ſeyn fol, um jenen gegebenen durch 
Muleliplication fo nahe an 1 zu. führen, als es mit 
Sicherhelt im Allgemeinen geſchehn kann, ſo muß der 
Zähler diefes einfachen Decimalbruchs die Ergänzung 
zu 9 für die hoͤchſte Ziffer in dem gegebenen Deci⸗ 
malbruche, welche noch nicht ſelbſt s iſt; ſein Nenner 
muß von demſelben Range mit dem jener hoͤchſten 
Ziffer ſeyn. Dieſe Regel, allmälig immer fort anwen⸗ 
dend, bekommt man ſehr leicht eine Reihe von Factoren 
der verlangten Form, welche einen gegebenen echten 
Decimalbruch, ſo nahe als man will, auf 1 zuruͤckbringen. 

Soll z. E. für die Zahl 370072 der Logarithme auß 
7 Deeimalſtellen berechnet werden, ſo dividire man ſie 
erſt durch 409000, und ſuche nachher, auf die vorhin 
angegebene Weiſe, die Factoren von der Form 


| (+ = „ welche ben durch dle erſte Divifien enk⸗ 


— Bruch bis auf 7 Decimalſlellen mit 1 uͤber⸗ 
einſtimmend machen. Man wird die einzelnen Mul⸗ 
' | S 
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tipllcatlonen nicht weiter zu treiben brauchen, als bis 
man ſicher ſeyn kann, jenes Product auf 7 Deeimal⸗ 
ſtellen genau erhalten zu haben. 
Nun iſt 370072 o, 92518. Zieler Bruch iſt es 


400000 . 


alſo, welcher, durch fueceffive Muleiplicationen. der 


U 


Einheit genaͤhert werden ſoll 


eg EE 3 8 8 
Erſter Factor 1, 
Product o, 9899426 
Zweyter Factor 1,00 
Product 9,9998402 | 
Dritter Foctor 1,0001 a 
Product ? 979999 5007. 
Vierter Factor 1, oog 
Product a 09999900 
Fuͤnſter Factor 1,000007 S 
Produet SECH 009999999 


Dieſes lebte Product ift aber von 1 er in ber fiebten 

Wenn verſchieden. 8 
Man hat alſo jezt 

370072 . (1,67) . (oi), (1,0001), (1,00005) , (1,000007), 

400000 ? 


(1,000000089) 1. Und nun kann ſogleich der bega · 


rithme unſrer Zahl 370072 durch elne leichte Addition 
Kazen werden, 


d 
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Es iſt nach der Tabelle für briggiſche knatian 


be ze, 1,07 = 0,02938377 
1,01 ũ — 0;00432137 
1,0001 = 0,00004342 


1, % == 0,00002171: 
1,000007 = 0,06000304 
1,0000009 O ` 
003377368 
abgezogen von Hie 
Jong Aeoo0o0 = 5,5020599 , x 
Jog 3700 = 55682863 . | 
wle in den gemeinen Tafeln. 
= Man haͤtte eben fo leicht, aus der erſten Huͤlfs⸗ 
tabelle, den natürlichen logarithmen der gegebenen Zahl 
erhalten koͤnnen, nur daß es noͤthig geweſen waͤre, 
den log 400000 durch Addition der beyden für 4 und 
100000 in der Tabelle wuͤrklich ee erſt zu 
erzeugen. a 
log 17 "= 0,06765864 | 


2 1,01 ==: 0,00995033 
1,0 0 t ==,0,00009999 
1,0 005 — 0,00004999 
1,000007 == 0,00000699 ep 
1,00000097= 0,00000089 - | 
0,07776683 


gutt von EES = 38629435 

I log 1000 11 51292546 

5 12,89921982 
log nat 37007 ＋ 12,82145299 


S 3 
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Es bedarf wohl keiner ausfuͤhrlichen Auseinander- 


Ee „ daß unſre Hülfsrabeilen eben ſo bequem find, 


um die umgekehrte Frage, zu einem Logarſthmen die 
zugehoͤrige Zahl zu berechnen, ſogleich zu beantworten. 


Sie geben, durch leichte Abziehung der groͤßtmoͤglichen 


in ihnen ſtehenden Logarithmen von dem gegebenen, 
ſoglelch die Factoren von der Form (1 — welche 
d 10 

in der geſuchten Zahl enthalten! find, und die faſt mit 

gar keiner Mühe zu vollziehende Multiplieation dieſer 

Factoren bringt die geſuchte Zahl at hervor. 
Ueberhaupt laſſen ſich bey dem ganzen Verfahren 

noch mancherley Abkürzungen und Vortheile anbringen, 


deren Dorſtellung aber an dieſer Stelle unjweetmäßig 
ſeyn moͤgte. a 


3wölftes Kapitel. 


Theorie der Exponenzialgroͤßen mit unmoͤg⸗ 


lichen Exponenten. 


Die Vortheile, welche ein vollſtaͤndig berechnetes 
Potenzenſyſtem in allen verwickelten Rechnungen ges 
währt, erſcheinen bey beſtimmten möglichen Zahlen, 
als von welchen allein in unſern gewöhnlichen Poten. 


zenſyſtemen die Rede iſt, ſo bedeutend, daß die Idee, 


ſich ebenderſelben fuͤr alle arithmetiſche Formen, die 
aus Verbindungen beſtimmter Zahlen durch vorge⸗ 


D 
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ſchrlebene arithmetiſche Operatlonen erwachſen, zu be⸗ 
dienen, ſich von ſelbſt aufdringt. Dabey aber machen 
die orithmetiſchen Ausdrucke, welche Etwas verlangen, 
was der Natur der arichmetiſchen Operationen. wider⸗ 
ſpricht, die ſogenannten unmoͤglichen Groͤßen, 
einige Schwierigkeit. Man rechnet bekanntlich mit 
ſolchen Ausdrücken, als wenn ihre Reſultate Zahlen, 
fie: ſelbſt alſo den Regeln der Zahlenverknuͤpſung 
unterworfen ‚wären; ein unbedenkliches, untadelhaſtes, 


Verfahren, ſobald man nur nicht vergißt, die Reſul⸗ 


tate der Rechnung hypothetiſch aus zuſprechen. 
Inſofern alſo kann man, um den Werth einer 
Erponenziolgröße; deren Exponent ein unmoͤglicher 
Ausdruck ſeyn ſoll, zu ſinden, ſich geradezu der vorhin 
abgeleiteten Exponenzialreihe bedienen; oder um den 


Logarithmen eines ähnlichen zu erhalten, dle bekannte 


logarithmiſche Reihe in Anwendung ſetzen. Aber, 
wenn man in jedem, einzeln vorkommenden, Falle, 
gensthigt ſeyn ſollte, die Entwicklungen auf dleſe Art 
erſt zu machen, um dle gegebenen Formen als 
Potenzen aus dem nemlichen Syſtem betrachten, und 
ſo der Bequemllchkeiten der Potenzenrechnung (helt 
haftig machen zu koͤnnen, fo wuͤrde eben ſo wenig Vor⸗ 
theil bey dem ganzen Verfahren ſeyn, wie bey der 
gewöhnlichen Rechnung mit den Logarithmen, wenn 
gar keine logarithmiſche Taſeln vorhanden wären. d 
Es ſtaͤgt ſich alſo, ob nicht eine ſolche Erwelte: 
rung eines bellebig angenommenen, am einfachften: 
des naturlichen Potenzenſyſtems, möglich iſt, daß man 
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in ihm, fuͤr jeden Exponenten, welcher als ein um⸗ 
moglicher Ausdtuck angenommen ſeyn mag, den bes 
rechneten Werth; und umgekehrt für jeden unmoͤg⸗ 
lichen Ausdruck wenn man ihn als Potenz betrachten 
will, den zugehörigen Exponenten (oder Logarithmen) 
finden kann. Es fraͤgt Ge, ob nicht Tabellen moͤglich 
ſind, durch deren Hülfe für beyde Fälle das Verlangte 


ohne alle Rechnung unmittelbar abgenommen werden kann. 


Dieſe Frage ſcheint Anfangs von einem ſo 
unendlichen Umfange, daß man ſich geneigt fühlen 
mögte, fie abzuweiſen. Aber die genauere Unter⸗ 


ſuchung vereinfacht ſie bald. Ein gluͤcklicher Zufall 


bat uns Tafeln, zu ganz andern als den gegenwärtigen 


arithmetiſchen Abſichten entworſen, von viel geringerem 


ey als die gewöhnlichen logarithmiſchen, laͤngſt 

die Haͤnde gegeben, welche es moͤglich machen, 
SL Formen augenblicklich in Exponenziol⸗ 
großen umzusetzen, und umgekehrt. Und durch ihre 
Huͤlfe gelangen wir ſehr leicht dazu, die verwickeltſten 


Rechnungen mit unmoͤglichen Ausdrucken auf einen 


Mebanismus zuruͤckzuführen, der ſo einfach und 


umfaſſend erſcheint, daß er als einer der ſchoͤnſten 


Theile in der 8 e betrachtet wer⸗ 
den darf. 

Wir machen den Anſong der Unterſuchung mit 
dem einfachſten Falle. Die Arithmetik führe zuerſt 
auf unmoͤgliche Ausdruͤcke bey der Aus ziehung der 
Quadratwurzel aus einer negativen Zahl; av u if 
die erſte und einfachſte Form, unter welcher jene Aus⸗ 


R r 


9898 e 


druͤcke erſcheinen. Wir wollen alſo zuerſt erforſchen, 
auf welche Weiſe der. Werth einer Exponenzialgroͤße 
im natürlichen Syſtem, die einen ſolchen Exponenten 
erhalten ` hätte, bd berechnen müßte, und alsdann, 
was dazu gehören würde, wenn man eine Tabelle der 
berechneten Werthe folder Fee ent: 
| werfen wollte. K 

Wenn wir in der bekannten Cem 
EE deg Ki | 


3 1.9.3. 1. J n U 


= * den Werth av'-1 fegen, fo gibt ſie 
5 H (NI 1)? + Ce W M. 


aa reg 
Oſſenbor ` nd die Gueder dieſer Reihe abwechſelnd 
möglich und unmöglich; will man fie alſo zuſammen⸗ 
ziehn, ſo muͤſſen die von gerader Zahl, Moͤgliches 
enthaltend, Tür ſich, und die von ungerader Zahl, 
ſaͤmtlich in Gë multipllcirt, wieder fuͤr nd F 88 
mengenommen werden. So entſteht 
ee mat echte rar * 
1. 2. 1.9.3.4 e SÉ Wa EE 
-r 22 45 +3. ek ËU TA RR, Vor 
3.9.3 1. 7775 ee 
Wir wollen für die Reihe 
: Ei Get 
Le 13 1.2.3.4 E 1. 1. 
well ſie eine von der Zahl a abhängige Be bedeutet 
(eine Groͤße, welche ſich durch die Reihe ſelbſt, well 
dieſelbe ſuͤr jeden Werth von a convergent iſt, allemal 
naͤherungsweiſe berechnen laſſen wird) eine eigenthuͤm⸗ 
liche Benennung, etwa Coſinus der Zahl a (Coſin a) 


IEN 
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Gere und eben ſo fuͤr die Reihe 
e ee, e e een 


. 786 3. T3 % z nn 


eine ahnliche Benennung, Sinus der Zapf a Sin gi 


Alsdann konnen wir abgekürzt 
ese cos a T n V1 ZC 5 
Eigentlich liegt in dem Ausdruck Ge eine 
Zweydeutigkelt, weil. die Größe V-1, der Flietlon 


‚ gemäß, als eine darſteubore gedacht, entweder poſitiv 
oder negativ genommen werden könnte; Indeſſen liegt 


eine correſpondirende Zweydeutigkeit in ber ihn ent⸗ 
wickelnden Relhe, fo daß, genauer beſtimmt, 
SS cos A Lfnav 3 8 
ern cos a ſin a ln 
geſegt werden konnte. Auf dieſe Weiſe wird es ſo⸗ 


| gleich möglich, die Bedeutung von dem, was Sinus 


und Coſinus einer Zahl heißen ſoll, nicht, wie es an⸗ 
fangs geſchah, durch Reihen, ſondern mittelſt oe 


ſchloſſener arithmetiſcher Aus druͤcke anzugeben. Die 


‚ Addition jener beyden Formen gibt EN 
pe SE N 2 Vt TER; 
Zä SE 
Ebenſo, mit einer leichten Toten die wen 
ea ea ann 

(LX J D 2 r d 

Diefe Ausdrucke Helfen’ D für deit bäi 
Werthe der Zahl, a, die zugehorigen ihrer Sinus 
und Coſinus zu berechnen, ſondern es muß dieſes, 
wenn es verlangt werden ſollte, durch die anfänglich 


TS 
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gegebenen Relhen geſchehn. Aber fie find, um ollge⸗ 
meine Beziehungen zwiſchen den Sinus und Coſinus 
u finden, von großer Etheblichkeit, wie ſich Batch 
W näherer Betrachtung zeigen wird. 

Unſre Hauptabſicht iſt, die Werthe der eres 
ziolgröͤße eav-ı für alle fucceffiven‘ Werthe des Ex⸗ 
ponenten, d. h. der Zahl a, allmälig zu berechnen. 
Es ſcheint alſo, als müßten wir für jeden einzelnen 
Fall zuerſt den Betrag der Reihe für Un a, und 
hernach den der Reihe für cos a berechnen „ um 
en cos a Eſin a- WI zu. erholten. Dies 
gäbe alſo doppelt ſo viel Arbeit, ats dle ntwicklung 
‚möglicher ‚Erponenzialgrößen. ` Und wenn, wie es 
ſcheint, fuͤr poſitive und negative Werthe von a, für 
ganze und gebrochene, He Rechnung jedesmal beſon⸗ 

ders geführt werden müßte, fo. würde die Ausarbeitung 
eines Potenzenſyſtems von der Form eav-ı nur für 
die nemlichen Werthe von a, für welche das von der 
Form e" würflih vorhanden iſt, ein Geſchäft von 
beynahe unermeßlichem Umfang werden. 

Es zeigt ſich aber bald, daß erſtlich nur der Co⸗ 
ſinus einer Zahl berechnet zu werden braucht, und daß 
alsdann der Sinus ebenderſelben aus ihm leicht abge⸗ 
leitet werden kann; und daß zweytens die Werthe der 
Sinus und Coſinus nur fuͤr gewiſſe poſitive, innerhalb 
ſehr enger Grenzen liegende, Zahlen berechnet zu wer⸗ 
den brauchen, um dieſelben für alle übrigen, fie mögen 
ſo groß ſeyn, als man will } ek? alle Dam wien 
zu erhalten. o 


* TARIF np 


Eben fo gibt 
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Was das erſte betrifft, ſo zeigt ſich dem nicht 
ganz ungeuͤbten Auge, bey der Betrachtung der geſchloſſe⸗ 
nen Ausbdruͤcke ſuͤr ſin a und cos a, ſogleich ein be, 
ſtimmter arithmetiſcher Zuſammenhang. Man erhebe 
fina=eaV-1— e-aV-ı zum Quadrat. Es entſteht 

52.1 
ee gen —2 n 558 gie STE 
S e E —2 eat, 
121 


3 beendete. ala 
Copa" renge: 777 d 
Mithin an ar sé cos a 2 1 o und alſo entweder 
dna 8 oi a2), 8 oder cos a n fina®), 
Man. konn ſolgich aus dem einen ſehr echt das 
„andre berechpen. 

Wos das zweyte anlangt, D if erſllich Wei boß 
man nur Dr poſitive Zahlen, bie Sinus und Coſinus zu 
auch braucht. Denn wenn fi nazetaV 3 est 3 


TEN 
® D ën, 8 EE mithin 
ET ee 

ſin (8) = fin a. Gm 2 im 
Bai da eee ee 0 iſt 
) 2 

cos at a) Wee e n ſolguch cos ( = =cosa. 
CS ët ei a 


Ferner ergibt ** etwas genaue 8 daß 


es nicht für jede Zahl noͤthig iſt, unmittelbar ihren 
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Einus und or nus zu berechnen, 1 daß, wenn 
ſie ſelbſt aus andern zuſammengeſetzt iſt, jene Größen 


aus den ahnlich benannten Dr die Zahlen, woraus ſte 


ſich zuſommengeſetzt hat, abgeleitet werden Fönnen, 
Der Fundamentalſatz für) alle darauf Beziehung hobende 
Regeln, betrifft Sinus und Coſinus einer Zahl, va 
die Summe zweyer andern ſeyn ſoll. Es iſt 
ſin area hie-; oos A kt 28 5 
D e 2 ' ege: 
ee e e e ed ee echt 
ES = Se BCEE Che 
GE e 5 zeg 
—e@+b)V-r-e( l Zo SE ea 
Ban Cen | 


rs $ — A 2 Miel 
1 ` Dax ` 


und cos a ſin b dë 


See eU 1 3 Ke e- een 


"Aki 1 25 5 N Dat: DE 


Müpin, abe Ai EE EH 


S lin a cos b * cosa,finb= 0 Eb Ce (A b) H. 3 


e SE ECHTER 2 9 - 
= a in E S b) 
Man erhaͤlt auf die nemliche Weiſe 
cos a, cos b 


See- Tb is (. ber ge G ge Jet 
dna ſin ee. ee eee +e zm? 


—4 
Folglich petite 
2) cos à cos b ſin a ſin b 


DH 


Zet@+b)VY-I-+e-a+bV- mr 
CCC H 
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Diefe behden Farmen „ ee 

1) fin GE be fin a cos b e ge U dar 

2) cos (al E b) S cos a cos b ſin a ee 
woraus ſoglelch, indem man fuͤr b ſetzt b, 2 
Zap fin (al 255 fin a cos b — cos a z Soo? 

4) eng (al b) = cos a cos b. fin a ſin b N 
erſolgen, ſind Grundformeln fuͤr die Berechnung 
ber Sinus und Cofinus gewiſſer Zahlen aus denen 


— 2 


von andern. Es laſſen ſich aus ihnen unzaͤhlig 


viele andre ableiten, von denen bier nur bie für 


unſre naͤchſte Abſicht brauchbaren vorkommen mögen SS, 


Man ſetze a S b, ſo ergibt Pä S 
ſin 24 2 2 fin a. cosa, und cos 2a=cosa? -(ina® 
Man ſetze ferner b= 2a, fo erhält man, 

fin (aa + 2) SS ſin 3 a r ſin a cs 24 + cosa,finza 
Wenn in dleſer lezten Formel für, cos za und ſin 2 a 
ihre ſchon gefundenen Werthe ſubſtituirt dann, ſo wird 
Dn: J = cos a2 fin a. —ſin as 

Ebenſo erhaͤlt man cos (a T 23) S cos 4. cos 22 
— ſin a. ſin 22 

und wenn darin dieſelbe Subſtitutlon usage wird 
eo 3 4 S cos a? — 3c05a.fina® 

Es iſt hauptſächlich die lezte unter dleſen fpecieffen ` 
Formeln, wovon im Folgenden ein beſondrer Gebrauch 
gemacht wird. Und zwar wollen wir 3a = p, mithin 
a. Sp in ihr ſetzen, um ihr zu der nachherigen 
Abſicht die bequemſte i zu ertheilen. So 
gibt ſie alſo 2 

N Ep? — 3 (in } eis (eos 4 p) 


SS. 
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Aus den „Beunbforaneln febft erhellt, er den, erften 
Blick, doß nicht alle Sinus und Coſinus verſchiedener 
Zahlen urſpruͤnglich berechnet zu werden brauchen. Es 
ſcheint aber doch ſelbſt nach ihnen, daß verſchiedene 
Zahlen auch verſchiedene Sinus und Coſinus erhalten 
werden, in welchem Falle die Arbeit einer vollſtaͤndigen 
Berechnung noch immer von beträchtlihem Umfang blei⸗ 
ben wuͤrde. Wie es fi) damit verhält, kann nur. die 
genauere Betrachtung der Reihen offenbaren, wodurch 
ſich die Werthe dieſer arithmetiſchen Ausdrucke entwickeln. 
Es iſt genug, eine von ihnen zu betrachten, da beyde in 
dem bekannten Zusammenhange, ſin al cosa?=ı ar 

Wir nehmen alſo die Reihe 
cos a ea? ga, Gan t- 

1 1.2 1. . 3.4 X. 2. an 

um zu unterſuchen, was für Werthe cos.a allmällg 
erhalten wird, wenn man ‚für, a e andre und 
andre Zahlen ſubſtituirt. en gcbe | 

Es iſt ſchon oben bemerkt, doß Di Nahe Gr 
jeden Werth von a convergirk, mithin unbedingt 
angewendet werden kann. Solange a ein echter 
Bruch If, eonvergirt die Reihe ſehr ſtark, indem als. 
dann die folgenden Glieder ſehr bald einen als 
Grenze der Naͤherungsrechnung angenommenen Rang 
erreichen. Cos a wird alsdann immer ſelbſt ein 
echter Bruch, aber, was wohl bemerkt zu werden 
verdient, Fee kleiner, je mehr ſich a der Einheit 
naͤhert. Geht man mit den Werthen von a über 
die Einheit hinaus, fo vermindert ` Déi fertig dle 


- 
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Schnelliakelt der Convergenz, indeſſen werden noch 
immer, wegen des ſehr geſchwinden Anwachſens der 
Diviſoren, worin elgentlich die Coeffleienten beſtehn, 
beſonders ſolange man mit den Werthen von a zwiſchen 
1 und 2 bleibt, einige von den erſten Gliedern der 


Reihe zur Berechnung von cos a hinreichen. Man 


wird auch ſehn, daß die Werthe von cos a fortfahren, 
immer kleinere pofitive Brüche zu ſeyn, wenn a wach⸗ 
ſend uͤber die Einheit hinausrückt, man wird fie, wenn 
a etwa in der Mitte zwiſchen 1 und 2 fallt, von 


immer betraͤchtlicherer Kleinheit erhalten; man wird 


fie, ſobald a ſich dem Werthe 2 mehr nähert, negativ, 
und allmälig wieder größer werdend finden. Dadurch 
entſteht alſo ganz natuͤrlich die Frage; gibt es nicht 
einen Werth von a, für welchen Cosa — o werden 


muß? Man koͤnnte ihn, da man ſchon weiß, daß er 


zwiſchen 1 und 2 liegen muß, durch Verſuche finden 
wollen; indeſſen wuͤrde ein ſolches Verfahren weder 
wiſſenſchaftlich noch bequem ſeyn. Der direete Weg 
beſteht darin, daß man die Gleichung zwiſchen Zahl 
und Coſinus umkehrt, ſo daß ſie es moͤglich macht, 
aus jedem Werthe, den der Coſinus haben ſoll, den 
zugehoͤrigen der Zahl abzuleiten. Es iſt leicht, eine 
ſolche Umkehrung durch unſre Grundſormeln zu erreichen. 


Da e La = cos a - ſin a. VE 
fo iſt a= Au log (cos a + ſin a. -ı) 


oder da era VDI cos a ſina V= 


ſo wird am log (cosa-sina.Y -1) ’ 
-ı R 
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\ 


1 


ergibt a ‚log (cos a + sin a Y'-1)- 


log dos a— sin a - 1) oder kurzer 


Zur unmittelbaren Berechnung 18 freylich dieſe Formel, 5 


weil fie unmoͤgliche Ausdrucke enthalt, nicht geſchickt, 


dieſe verſchwinden aber, wenn man ihren Werth nach 


den Methoden des vorigen Capitels in eine Reihe 
entwickelt. So entſteht 
_ fin a in a fin a fin a 
cosa Er (= SE H 9 45 8 
Së et 8 E Diefe Reife mit 
zwar nicht bloß cos a, fondern auch Dn a, indeſſen 
iſt durch cos a zugleich fin a gegeben, da ſin a 
SV (I- cos a2). Sie ließe ſich alſo in eine voͤlllg 
regelmäßige, bloß nach Potenzen von cos a ſortſchrei⸗ 
tende, umſetzen. Indeſſen iſt dieſe Arbeit zu unſerer 
particulaͤren Abſicht unnoͤthig, ja fie würde die Er⸗ 
reichung derſelben nur erſchweren. Convergent iſt dle 
Reihe in ihrer jetzigen Geſtalt, ſobald ſin a kleiner 
ſeyn ſoll als cos a, denn alsdann wird die Groͤße, 


nach deren Potenzen ſie eigentlich fortſchreitet, En 
os a 


ein echter Bruch. 


1 Sr 
2 — 21 


Zieht man aus beyden Werthen von a das Mittel, fo 
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8 Aber unmittelbar zu unſern Zwecken ſcheint dieſe 
Reihe doch nicht gebraucht werden zu koͤnnen. Wir 


wollen für cos a = o, wo alſo ſin a 1, den Werth 
von a wiſſen. Alsdann aber wird die Hauptgtoͤße 


a fin a 
der Ven ce 2, hoͤrt alſo auf, eine Zahl zu 


ſeyn, und geſtattet keine Berechnung mehr. Es wird 
in der That ein kleiner Kunſtgriff erfodert, um dennoch 
das Geſuchte zu erhalten. Heiße der Werth von a, 
‚für welchen cosa=o, und alſo fi FER wird, p, 
ſo wird fuͤr a andern, der nur 3 von ihm beträgr, 


der Quotlent — bp i b vermöge der Formel 5 cos p 
3p 


(cos 3 p)? -3 si 4 p)?.(cos4 p) ſogleich gefunden 
werden koͤnnen. Denn da bier cosp=o ſeyn ſoll, fo 
erhalt man (cos $ p)s -. (sin 4 p) s. (eos 3 p) So. Und 
aus dieſer Gleichung ergibt ſich E EE SEN 
mein vs, 
Man ſetze alſo in der allgemeinen Reihe, welche a, 


noch Potenzen be Größe E fortfereitenp, gibt, 


| ge lin à ben Werth 95 was ſie alsdann hervor. 
c054 


bringt, wird..4.p feyn, und man braucht dieſe Größe 

nur mit 3 zu eich, um das geſuchte p, d. h. 
diejenige Zahl, zu erhalten, deren Sinus 1, Coſinus o 
ſeyn wird. Es iſt alſo 


i ee 
ö Sat Sai Sai (n 535 
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Man bekommt, durch Dote dieſer Reihe, eine ſehr 
ſchnelle Naherung. Sie gibt eine zwiſchen r und ai 
fallende Zahl. Aus Gründen, die nicht bleher gehören, 
hat man in der Analyſis nicht für dieſe Zahl ſelbſt, 
ſondern fuͤr das Deppelte von ihr 2 3141592653589. 
ein eigenes Zeichen, r, eingeführt, fo daß wir alſo 
durch z r die beſtimmte Zahl andeuten mëtten. wofuͤr 
Sin 3 t, und Cos Zr e wird. Man hat fie auf 
ſehr viele GEERT E berechnet, es iſt aber Ve ung 
nicht noͤthig, fie genauer zu kennen. 

Sobald aber der eben bewleſene Satz feine 
Richtigkeit hat, daß es eine beſtimmte Zahl, z r, 
gibt, für welche zuer ſt cos Za oo mithin ſin 3 t 
wird, waͤhrend für kleinere Zahlen als Er beyde 
Ausdruͤcke reelle Werthe erhielten, iſt es leicht, die 
Sinus und Coſinus größerer: Zahlen als Z r auf die, 
welche den kleineren, zwiſchen o und 3 ar rg 
angehören, zurückzuführen. 

Zuerſt kann jezt ſogleich keete Geng daß für 
jede Zahl, welche ein Vielfaches von Er ift, Sinus 
und Coſinus nie etwas andres, als Tu oder — 3. 
und o, ſeyn koͤnnen. Der Beweis dieſes Satzes 
beginnt damit, zu zeigen, daß ſin r So und cos r 
ſey. Nach der erſten Formel fuͤr die Sinus und Co⸗ 
ſinus zuſammengeſetzter Zahlen iſt ) | 
ſin (Ir ＋ 3 e ſin g . cos g mithin S e , 
cos( Är NH As am)’ -(ün ge), mithin i co 
Daraus ergibt ſich ſogleich der allgemeinere: wenn 
2 Zahlen zuſammen er aut machen, ſo haben fie 

| | T 


290 


Sinus, die der Größe und dem Zeichen nach identiſch 
find, und Coſinus, die zwar gleiche Größe, aber 
eutgegengeſetzte Zeichen beſitzen. Denn es iſt nach 
ebel der Formel 
Dote ) S ſin cos O- cos r. Dn ſin ꝙ 
cos („-O cos r. cos O A ſin / ſin O cos O 
Aus dem letzten Satze aber iſt wieder eine unmittel⸗ 
bare Folge, daß Zahlen die zuſammen ein Vielfaches 
von r ausmachen, alle den nemlichen Sinus, auch 
in Abſicht auf die Zeichen beſitzen, wahrend fie zwar 
der Groͤße nach auch denſelben Coſinus haben, aber 
nur dann mit gleichen Zeichen, wenn ſie ein gerades 
Vielfaches von zr ausmachen, mit entgegengeſetzten hin⸗ 
gegen, wenn dieſes Vielfache von zr ungerade ſeyn ſollte. 
Eben fo, wenn zwey Zahlen um er von einander 
verſchieden find, fo haben fie der Größe nach gleiche, 
dem Zeichen nach verſchiedene Sinus und Coſinus. 
Denn es iſt 
iin (r ＋ ) S ſin 605 ë + cos yr ſin O ſin G 
cos (r cos cos — Dpar ſin G = cos O 
Zahlen alſo, welche um ein ungerades Vielfaches von r 
verſchieden ſind, haben der Groͤße nach gleiche, dem 
Zeichen nach entgegengefegte, Sinus und Coſinus; 
Zahlen, welche ſich um ein gerades Vielfaches von ar 
unterſcheiden, der Groͤße und dem Zeichen nach en 
identiſche. 
Wir wollen alſo nun ümehmeh, pa unter d ide 
beliebige Zahl zwiſchen o und Zr verflanden werden 
ſoll, und daß ihr Sinus und Coſinus als bekannt 
d 
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betrachtet werden darf, um beym Fortſchreiten zu 
größeren Zahlen uns zu überzeugen, daß Alles auf jene 
kleineren zuruͤckgeſuͤhrt werden kann. 

Wir kommen, über Z r hinausgehend, zuerſt an 
die Zahlen, welche zwiſchen Zr und v liegen. Sie 
koͤnnen auf die Form -O zuruͤckgebracht werden, 
es iſt aber bekanntlich fin Le ) S ſin und 
cos (r = cos O. 

Alsdann gelangen wir zu den Zahlen zwiſchen r 
und 3 r. Sie find von der Form (r ). Es iſt 
= für fe ſin (r ＋ O) == ſin P und cos (vr + 9) 

cos O. 

Endlich kommen ir zu den Zahlen zwiſchen 
J rund am. Sie kommen auf den Ausdruck 2 7 - 0) 
zuruͤk. Dem gemäß iſt, in Bezlehung auf fie, 
fin (Ga Or- Dn, und cos (2 Seos G. 

Allgemein: wenn eine Zahl groͤßer als iſt a, fo mag 
fie zwiſchen n. 27 und (n ). 2 liegen. Sie 
kann dabey wenn wir durch Unterſchiede, die wenlger 
als Z er betragen, fortſchreiten wollen, entweder von 
der Form n.2 7 +9 ſeyn, und dann iſt mee zn 
find; cos (n. 2 ＋ ) S cos O. Le 

Oder ſie Fann die Form (zn Her- beſitzen, 
und alsdann fin [(a nr ä 9; cos [(an i) 
OI == cos ꝙ. 

Oder fie kann unter die Form (zn TD 
gehören. In dieſem Falle iſt fin [Lan tat 9] 
S ſinꝙ; cos [(an 0 = cos P. Oder 

> WE 
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endlich fie kann die Form (n+1)27-9 haben. 
Und ſo muß fin [(n ) =- ſin 9; 
cos [(n a ατ e cos O ſeyn. Auf jeden Fall 
olſo hat man, ohne alle weitere Rechnung, Sinus und 
Coſinus der Zahl, wenn nur eben dieſe Dinge für den 
uͤberſchleßenden oder fehlenden: Theil O, welcher an ſich 
kleiner als Zr, die Zahl zu einem Vielfachen von o 
ergaͤnzt, als bekannt angenommen werden darf. 


Als eine Folgerung aus dieſer Betrachtung dient 
die Bemerkung, daß es unzaͤhlig viele pofitive Zahlen 
gibt, welche denſelben Sinus oder Coſinus haben. 
Iſt O die kleinſte, ſo werden alle von der Form 
2 n u ＋ O, oder von der Form (2m + ) =, 
denſelben Sinus; alle von der Form 2 n O oder 
von der 2 (u T) - O denſelben Coſinus beſitzen, 
welcher Werth auch für n angenommen werden möge. 
Alle Zahlen hingegen, welche der Groͤße nach denſelben 
Sinus wie P, dem Zeichen nach aber den entge⸗ 
genſetzten befigen, werden von der Form (zn vue +9 
oder aln + ı)7m-D; alle bey deren Coſinus daſſelbe 
der Fall iſt, von der Form (zn + 1) = O oder 
201 ＋ 1) -O ſeyn. Wollte man alſo alle Zahlen 
haben, welche zugleich den nemlichen Sinus und Co. 
ſinus beſitzen, ſo wuͤrden ſie, O als die kleinſte unter 
ihnen gedacht, unter dem Ausdruck (zn O) enthals 
ten ſeyn; wo wiederum n jede beliebige Zahl ſeyn 
kann. Wollte man namentlich alle Zahlen, deren Sinus 
+ 1, deren Coſinus folglich So, fo würde die kleinſte, 
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unter ihnen, O = n, mithin an + 3 und außerdem 
noch (zn ) = i ihr allgemeiner Ausdruck. 
Beyde ziehn ſich auf (zn 3) zuſammen. Ver⸗ 
langte man alle Zahlen, deren Coſinus + 1, fo wuͤr⸗ 
den fie, da die kleinſte von ihnen So, unter den bey⸗ 
den Formen an und aln ir, die ſich auf an 
zuſammenziehn, enthalten ſeyn. Sollten endlich alle, 
deren Coſinus == 1 iſt, angegeben werden, fo hatte 
man, da die kleinſte unter ihnen S a iſt, für fie die 
beyden Formen 2 n r ͤ und 2 (n h r, bb, 
die Form (an Um. | 

Wir haben bey dleſer ganzen Betrachtung nur 
poſitive Zahlen in Ruͤckſicht genommen. In der That 


iſt dies auch vollkommen hinlaͤnglich, denn nach 


der gleich zu Anfang gemachten Bemerkung daß 
fin (-a) = ſin a, und cos (- a) = cos (+ a) kann 
alles was ſie betrifft ſogleich auf das Vorige zuruͤck⸗ 
gefuhrt werden, inſofern es die Abſicht iſt, für negative 
Zahlen dle Sinus und Coſinus zu erhalten. Aber, 
wenn es darauf ankommt, alle Zahlen anzugeben, 
welche den nemlichen Sinus oder Coſinus haben, ſo 
muß allerdings, um ihren allgemeinen Ausdruck nicht 
zu verfehlen, auch noch darauf Ruͤckſicht genommen 
werden. Und alsdann werden, den vorigen Formeln 
gemäß, fin [-( n EI und fin La (u + 9] 
beyde denſelben Sinus haben als O, fo wie cos 
(zn. O) und cos L- (n + 10 ＋ Ol beyde S cos G 
ſeyn werden. Und ſo ſind alle Zahlen, die denſelben 
Sinus befigen, wenn man in völliger Allgemeinheit 


D 
5 
H 
? 


— — 
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ſowohl poſitive als negative zuſommenfaſſen will, unter 
die Formen Ken u ＋ O, und T (an) -O; 
alle Zahlen, welche denſelben Coſinus haben, unter 
die Fomen E (zn +9) und E (zn. ) ent 
halten. Alle Zahlen alſo, welche nicht allein gleichen 
Sinus, ſondern auch gleichen Coſinus beſitzen ſollen, 
gehören der Form K 21 ＋ O an. Alle Zahlen 
deren Coſinus 1 ſeyn ſoll, fallen unter die Form 
Fon; alle deren Coſinus = 1 ſeyn ſoll, unter 
die Form K (an + 1) m 


Nach dieſen Betrachtungen duͤrfen wir behaupten, 
daß eine Tabelle, worin die berechneten Werthe der 
Sinus und Coſinus für alle Zahlen zwiſchen o und J 
anzutreffen ſind, vollkommen hinlaͤnglich ſeyn werde, 
um für jede bellebig angenommene Zahl, fie ſey poſitiv 
oder negativ, ohne alle weitere Rechnung, den Sinus 
und Coſinus zu erhalten. Freylich gibt es ſolcher 
Zahlen unendlich viele, indeſſen wird es für allen 
Gebrauch hinlaͤnglich ſeyn, wenn nur alle diejenigen, 
bie fih um eine beliebig klein gewählte Größe von 
einander unterſchelden, zur Berechnung gezogen 
werden. Wir beſitzen in der That eine ſolche Tabelle, 
genau berechnet, und gehörig angeordnet, in großer 
Vollſtaͤndigkeit, nur daß der geometriſche Zweck, um 
deſſent willen fie verſertigt worden iſt, ihr eine 
Einrichtung gegeben hat, welche in gewiſſen Fällen 
einige kleine Modificationen erſodert, um fie für den 
gegenwaͤrtigen analytiſchen brauchbar zu machen. 
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Es darf wohl als bekannt aus den Anfangsgründen 
der Trigonometrie angenommen werden, was für eine 
geometriſche Bedeutung die Worte Sinus und Coſinus 
eines Winkels, oder des ihm zugehörigen Krelsbo⸗ 
gens beſitzen. Nun zeigt es ſich bey den Unter⸗ 
ſuchungen uͤber die KRectification des Kreiſes, daß, 
wenn man den Radius zur Einheit nimmt, und dle 
Länge eines beliebigen Kreisbogens a nennt, die Gleichung 
zwiſchen dem Kreisbogen und ` feiner Stinuslinſe 
ſin a Sea i- ear; zwiſchen ihm und 

21 Sa B 
feiner. Cofiauslinie cos a= enk Ferav-r ift, 
| SE jur 


Zufällig alſo find es gerade dieſelben arithmetlſchen 
Formeln, auf welche wir vorhin bey der Betrachtung 
der Exponenzlalgroͤßen mit unmoͤglichen Exponenten 
gerathen find, die für die weſentlichſten Bedüͤrfulſſe 
der Trigonometele berechnet werden mußten. Die 
Analyſis kann ſich dieſes vortheilhaften Umſtandes be. 
dienen; fie mag allenfalls, um keine überflüffige Ter⸗ 
minologie zu fliften, den Namen Sinus und Coſinus 
eine reine arithmetiſche Bedeutung unterlegen, welcher 
gemäß fie nichts anders als Zahl: Ausdrucke von bes 
ſtimmter Geſtalt bedeuten; ſie mag jene wuͤrklich 
aus dieſen Zahl: Ausdrücken berechneten Tabellen ge⸗ 
brauchen, wie ſie ſich der Logarithmiſchen bedient. Sle 
bekommt dadurch offenbar nichts mit der Geometrie 
und Trigonometrie zu thun, und ihre Reinheit leidet 
nicht durch Einmiſchung einer reellen Groͤßenwiſſenſchaſt, 


H 
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welche in der That mie geſtattet werden darf, wenn 
man nicht alle Ordnung der Begriffe verwirren, und 
die Folge zum Grunde machen will. 

Es iſt in unſern trigonometriſchen Tafeln nur der 
elne Umſtand für ihren arithmetiſchen Gebrauch wohl 
zu bemerken, daß nicht der Kreisbogen ſelbſt, der 
Sänge noch durch den Radius als Einheit ausgedruckt, 
ſondern ſtatt deſſen die Menge von Graden, Minuten 
und Gesunden, welche er enthalt, neben dem zuge: 
hoͤrigen Sinus oder Cofinus ſtehn. Man muß alſo, 
wenn man zu einer beliebigen Zahl a, in analytiſcher 
Bedeutung, durch Déifte der Tafeln, den Sinus oder 


Coſinus haben will, erſt berechnen, wieviel Grade u. . w. 


ein Kreisbogen, deſſen Lange, für den Radius 1 a 
ſeyn ſoll, enthalten wird; welches vermoͤge der bekann⸗ 


ten Regel durch die Formel e 360° ſogleich gefchehn ` ` 


kann. Zu der dodurch gefundenen Zahl von Graden 
nehme man aus den Tafeln den Sinus oder den Cos 
ſinus, ſo hat man Sin a oder Cos a. Eben ſo, wenn 
umgekehrt zu einem bekannten Sinus oder Coſinus die 
zugehörige Zahl geſucht würde. Die Tafeln geben nur 


Grade u. ſ. w. für fie; man muß die Länge eines Kreis. 


bogens alsdann noch berechnen, welcher, für den Ras 


dius 1, dieſe gefundenen Grade u. fm. enthielte, und 


ſie iſt eigentlich die geſuchte Zahl. Faſt in allen trigono⸗ 
metriſchen Tafeln find eigene Hüͤlfstabellen vorhanden, 
um dieſe kleinen Rechnungen noch beſonders zu er 
leichtern. . | 
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Vermoͤge aller, in dleſem Kapitel angeſtellten Uns 
terſuchungen, ſind wir alſo im Stande, für jede Ex⸗ 
ponenzialgroͤße von der Form ea 1 den berechneten 
Werth eben ſo gut anzugeben, wie wir es fuͤr die 
von der Form ea vermögen. Es iſt eaY-ı Cos a 
A Sin a. „1. Wir haben alſo aus den trigonome⸗ 
triſchen Tafeln fuͤr die Zahl a ihren Sinus und ihren 
Coſinus aufzuſuchen, und erhalten alsdann den Werth 
des angenommenen Ausdrucks ohne olle weitere Rechnung. 

Als ein vorzuͤglich merkwürdiger Umſtand verdient 
in Beziehung auf ſolche Exponenzlalgroͤßen beſonders 
das ongeführe zu werden, doß nicht von jeder unter 
ihnen der Werth feibft wieder ein unmoͤglicher Aus⸗ 
druck iſt. Im Allgemeinen wird immer eaY-ı 
= Cos à +SinavV-ı ſeyn. Nun aber gibt es 
Werthe von a, für welche Sin a — o wird. Zuerſt 
alle von der Form Kan. Sie geben Sin a So, 
Cos a =, verwandeln mithin ea V= in iV I=. 
Alsdann alle von der Form K(an rh. Kür fie 
wird sin a S o, cos — 18 fie machen olſo eaV-ı 
=-1+07-1 Mithin erhaͤlt in zwey Fällen, aber 
auch nur in Helen, eine Exponenzialgroͤße mit unmög« 
lichen Exponenten dennoch einen moͤglichen Werth. 
Der te it efenVY-ı = +1, der andre 

eflentı)rY-ı = -ı, Aus dieſen Saͤtzen geht ein 
für die Theorie der Logarithmen ſehr wichtiges Reſultat 
hervor, welches zunaͤchſt nur in Ap ſicht auf die natuͤn⸗ 
lichen Logarithmen dargeſtellt werden mag, mit einer 
kleinen Modiſicatlon aber auf jedes andre Syſtem eben 
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fo gut bezogen werden kann. Jede poſitive Zahl 
| hat unendlich viele Logarithmen, von denen aber nur 
einer möglich iſt, die andern ſaͤmtlich durch unmoͤgliche 
Ausdruͤcke gegeben werden. Wir nennen Logarithme 
einer Zahl das, was als Exponent einer Potenz von e 
ongenommen, wenn der Werth dieſer Potenz durch 
Huͤlſe der Exponenzialreihe berechnet wird, zum Re⸗ 
ſultat jene gegebene Zahl hervorbringt. Iſt alſo e“, 
wenn der Werth dieſer Größe durch die Reihe 
Lat art berechnet wird, =A, fo nennen wir 


1. 2 

a den natürlichen Logarithmen der Zohl A. Können 
noch andre Exponenten, wie b, gefunden werden, ſo 
daß der auf gleiche Weiſe berechnete Werth von ei 
gleichfalls = A wird, ſo hat die Zahl A mehr als 
einen Logarithmen. Nun iſt es wohl von ſelbſt klar, 
daß, wenn der kogarithme eine mögliche beſtimmte 
Zahl ſeyn Tell, für jede Zahl nur einer gefunden mer, 
den kann. Geſtatten wir uns aber auch unmoͤgliche 
Ausdruͤcke hypothetiſch zu gebrauchen, ſo findet gerade 
das Gegentheil ſtatt. Es iſt eben bewieſen, daß 
e K ann II ſey. Es wird alſo, wenn e! S A war, 
auch e!.eFanırY-—A ſeyn. Man erhaͤls mithin 
ea E an R- 1 = A, d. h. der Logarithme der Zahl A iſt 
‚arkanzv -ı, wo es erlaubt iſt, für n jede beliebige 
ganze Zahl an die Stelle zu ſetzen. So hat jede po⸗ 
fitive Zahl unendlich viele unmoͤgllche Ausdrucke zu 
Logarithmen, neben einem einzigen möglichen. 
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Und nun Fann auch über die berühmte Frage 
wegen der Logarithmen negativer Zahlen eine vollſtaͤn⸗ 
dige Entſcheidung gegeben werden. Der bekannten, 
eben ausgeſprochenen, Erklärung von Logarithmen ges 
maͤß, iſt es klar, daß die Reihe e ST aT a 23 , 
1.2 1. 8. 3 
wenigſtens für jeden poſitloen Werth von a, wenn 
man ſie zur naͤhernden Berechnung anwendet, nur 


poſitive Reſultate geben kann; und da e "a bo er⸗ 


hellet ebendaſſelbe auch fuͤr jeden negativen Werth 
von a. Mithin gehoͤrt, im naturlichen Logarithmen. 
Syſtem jedem moͤglichen Logarithmen, er ſey uͤbrigens 
beſchaffen wle er wolle, eine poſitive Zahl zu. Folglich 
haben in dieſem Syſtem nur poſitive Zahlen logarith⸗ 
men, wenn man verlangt daß die lezteren möglich 
ſeyn ſollen. Will man aber dennoch eine negative 
Zahl nehmen, um fie als Exponenzialgroße, d. h. als 
Reſultat der Reihe 1＋ 4 ＋ a 2 ＋. . zu betrachten, 


1. 3 
und fraͤgt man, wie a angenommen werden muͤſſe, 


damit die Summe der Reihe etwas Negatives werde, 
fo iſt ſehr natuͤrlich, daß alsdann für a kein andrer 
Ausdruck als eln unmoͤglicher gegeben werden kann. 
Dazu iſt nun ſchon alles durch die vorhergehende Une 
terſuchung vollkommen eingeleitet, Jede negative Zahl 
kann als das Product aus einer gleichgroßen poſitiven 
und dem Factor (-1) angeſehn werden. Mithin iſt ihr 
Logarithme die Summe von den Logarithmen dleſer beyden 
Factoren. Nun aber war ehrt , zt 
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b. h. Log Ci) = E (an ) . VI. "Man erhält 
alſo log (- a) S log a E (In TI) AVL. Und 
ſo koͤnnen aus den gewoͤhnlichen Tafeln, welche nur 


poſitive Zahlen enthalten, auch die Logarithmen der 


negativen genommen werden. Es gibt deren gleich⸗ 
falls unendlich viele, aber fie find ſaͤmtlich unmoͤgllch. 
Dies hindert aber ihre Einführung in die Rechnung 
keinesweges, und es iſt eine völlig unrichtige Regel, 
wenn man gewoͤhnlich ſagt: die Logarithmen Rechnung 
koͤnne entweder bey negativen Zahlen gar nicht ge⸗ 


braucht, oder es muͤſſe von den Zeichen der gegebenen 


Zahlen abſtrahirt werden. Man gebe nur den Loga-⸗ 
rithmen negativer Zahlen die eben abgeleitete Geſtalt, 


und man wird alle Reſultate der Rechnung vollkom⸗ 


men richtig erhalten. Soll z. E. ein Product aus 
zwey negativen Zahlen (-a). (- b) berechnet werden, 
und will man es durch Logarithmen, ſo wird 


log (-a) + log (-b)= log [(-3). (-b)]. Nun iſt 


log (a) = log a K Cant )avV-ı 
log ( b) = log b K (zm Lack 


log 1 (b)] Slog a- log b KIA mn) 2] nV -ı 


Aber der Ausdruck 2 (m n) + 2 iſt, wenn n und m 
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, das Schema jeder 


geraden Zahl, und darf kuͤrzer durch an angegeben 


werden, fo daß alfo 
log[(-2).(-b)]=loga + log b an V1 log (ab) 


Auf aͤhnliche Weiſe, wie in dieſem Falle, wird man 
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ollenthalben, wo negative Zahlen vorkommen, ſich ohne 
Schwierigkeit verhalten koͤnnen. 7 


Da zum Behuf wuͤrklicher Rechnungen in ber 
theoretiſchen Analyſis kein andres Potenzenſyſtem, als 
das natürliche gebraucht wird, ſo iſt es hinlaͤnglich, 
die Regeln für die Entwicklung der Exponenzialgroͤßen 
mit unmoͤglichen Exponenten in Beziehung auf dieſes 
Syſtem zu kennen. Fuͤr Syſteme von einer andern 
Baſis wuͤrde man aͤhnliche, nur zuſammengeſetztere 
Reſultate erhalten, die in gewiſſen Fällen paradox 
erſcheinen, und ohne große Borfi cht leicht zu Wider 
ſpruͤchen fuͤhren koͤnnten. 


Dreyzehntes Kapitel, 


Logarithmen unmoͤglicher Ausdruͤcke. Dar⸗ 
auf gegruͤndeter Algorithmus mit 
S- ſolchen Ausdruͤcken. 


Wir haben im vorigen Kapitel geſehn, daß eine 
Erponenzialgröße, deren Exponent ein unmoͤglicher 
Ausdruck der einfachſten Art iſt, wir eber, alle. 
mal auf die Geſtalt cos a + ſin b. Vr zuruͤck⸗ 
komme, ſobald man ihre wuͤrkliche Entwicklung gehörig 
unternimt. Wir duͤrfen daher etwas allgemeiner, 
behaupten, daß jede Erponenzialgröße von der Form 
ea+by-r, ſich auf einen Werth von der Geſtalt 
. ＋˙ Vi bringen laſſe, wo unter o und D min, 
liche beſtimmte Zahlen, von a und b abhaͤngig, ver⸗ 
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ſtanden werden duͤrfen. Denn ea rb 1 kann als 


ein Product, ea eb r angeſehn werden. Nun 


geben die logartthmiſchen Tafeln ſogleich für, en eine 


beſtimmte Zahl, = A; die trigonometriſchen für 


eb i den gleichgeltenden Ausdruck cosb + inbV- 1, 
So wird alſo, ea by I A cos b A ſin by- i 
wo offenbar die beyden Größen A cos b, und A fin b 
als moͤgliche beſtimmte Zahlen erſcheinen. 


Es ſey alſo nun umgekehrt ein unmoͤglicher Aus⸗ 


druck von der nemlichen Geſtalt, : + 3 i gegeben. 


Es wird gefragt, ob er nlcht als eine Exponenzial⸗ 
größe aus dem natürlichen Syſtem betrachtet werden 
darf, und ob nicht der ihm inſofern zugehörige 
Exponent in gleicher Geſtalt gefunden werden kann. 
Nehmen wir alfojon, daß e a bVY - ISN ＋ 8 VOI, 
um zu ſehn, ob jedesmal die fingirten Größen a und b 
ſich fo beſtimmen laſſen, daß dieſer Foderung Genüge 
geleiſtet wird. Wir haben eben geſehn, daß 
eatbV-ı ges. cos b ＋ ea. ſin b. V1. Soll 
alſo unſre Vorausſetzung beſtehn, fo muß ea cos b, 
und ea ſin bag ſeyn. Nennen wir zur Abkürzung, 
wie vorhin, e ag A. Offenbar find hier zwey 
Gleichungen vorhanden, in denen zwey unbekannte 
Größen, A und b vorkommen, aus deren gehöriger 
Verbindung mithin jede dieſer Groͤßen ſich muß 
beſtimmen laſſen. 


d Diefe Verbindung gelingt am lelchteſten, wenn 
man in beyden Gleichungen alles zum Quadrat erhebt 
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und in der lezten für ſin ba feinen bekannten Werth 
1- cos bꝰ ſetzt. 
| AR, 
A2 -A cosb?—=ß? 
Mithin addirt A=a?+ß* 
Folglich A = Y (a? 82) 
D H — ZE SE cc 
Und nun erhalt man ſogleich cos b ee 
8 e | | 
finb = . So iſt es alſo leicht, aus den 
ee e i 


gegebenen Zahlen & und E einen von dieſen beyden 
Bruͤchen zu berechnen, und alsdann aus den trigonome⸗ 
triſchen Tafeln durch bloßes Nachſehn in denſelben 
den Bogen b zu finden, welchem er angehoͤrt. Es 
wird einerley ſeyn, ob man dieſen Bogen aus dem 

3 
bekannten Werthe feines Sinus, lin b = N + 3 | 
cher ch manitn.ansbiin feines Coſinus cos b —— vos, A 5 
ſinden will. In der That kann die eine Gleichung 
als eine Folgerung aus der andern angeſehn werden. 
Denn wenn man vermoͤge der bekannten Formel 
cos b V- ſinbe)] aus fin b berechnen wollte, 
was cos b ſeyn müßte, fo würde man unſern Werth 


| [ lsdann, weil bie 

ef? Fe finden eg wäre a „ k 
Größe durch Ausziehung der Quadratwurzel gefunden 
Wäre, eine ne e e und man wuͤrde 


e ke gr 
nicht wiſſen, ob man , Via? Lë. de? Vtoe"të 
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zu nehmen härte. Dieſe Zwendeutigfeit wird bey unfrer 
unmittelbaren Ableitung des Werths von finb e ` 
wohl als von cos b aus der Aufgabe ſelbſt, entſchieden. 

Man vergeſſe aber nicht „ wenn man aus den tri« 
gonometriſchen Tafeln die Zahl nimt, gë dem Sinus 
Fa oder dem Eofinus om = Es, 
daß fie eigentlich nur die kleinſte poficive Zahl unter 
unendlich vielen iſt, welche eben derſelben Bedingung 
entfprechen. Heißt die Zahl, welche in den Tafeln 
neben dem genannten Sinus und Coſinus, als ihm 
ange hoͤrig ſteht, b, fo iſt es eigentlich die Zahl 
Tany b, won alle ganze Zahlen nach Belleben 
bedeuten mog, welche man zu ſetzen hat. Denn es 
iſt im vorigen Kapitel bewleſen worden, daß alle 
Zahlen, die mit b zugleich denſelben Sinus und Gap, 
nus befigen, unter die Form Tn r + b lurückgebrache 
werden koͤnnen. 
Und fo laßt ſich in der That, wenn die Größe, 
4 ＋ 83 * —ı gegeben ſeyn ſollte, der Exponent einer 
Potenz im natürlichen Syſtem finden, deren berechne⸗ 
ter Werth dlieſer Groͤße gleichkommen muß. Es ſey 
e = V (a2 ＋ 82), d. h. es ſey a der natuͤrliche 
Logarithme von V (a? ＋ 32) Es fen ferner b die 
aus den Tafeln genommene Zahl, welcher als Coſinus 
o, als Sinus B zugehoͤrt. Alsdann wird 

ND 
@a+ßBV-ızeatlbXenm)V-T;. oder mit 
andern Worten, es wird log Le GV Ya 
+ (ban ν V- i ſeyhunn. 


—— angehört, 
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Diefes Verfahren aber iſt' noch mehrerer Abkuͤr⸗ 


zungen faͤhig. Wir beſitzen in unſern trigonometriſchen 


Tafeln außer den beyden Columnen, welche für jede 
beliebige Zahl, innerhalb der gehoͤrigen Grenzen, 
Sinus und Coſinus darbieten, noch eine dritte, 


worin der Werth des Quotlenten = für eben dieſe 


Zahl anzutreffen iſt, und man nennt jenen Quotienten 


ſelbſt die Tangente der Zahl, E = tang b. 


Durch Huͤlfe dieſer Columne finden wir dle Zahl, welche 
wir zum Behuf der vorliegenden Unterſuchung zuerſt beſtim⸗ 
men müffen, leichter, als auf dem urſpruͤnglichen, eben ange⸗ 


er o 
benen Wege. Da lin bz . 
eee 


ſo 955 Ba Stang b 8 ſeyn. Es iſt aber 
cos b f o 


offenbar bequemer, 8, als & oder 8 zu berechnen. 
= N- Vg 

Selbſt die Beſtimmung der Größe A=Y(a? ＋ 32) 

laͤßt ſich auf dieſem Wege erleichtern. Es war 


cos b a: es wird mithin A = ſeyn, und 
A cosb 


auf dieſe Weiſe die Berechnung von Y (=? 5 
vermieden werden koͤnnen. 


Jezt alſo laͤßt ſch unfre Kegel, um für einen 


Ausdruck wie ae 3 Vi den natürlichen Logarith⸗ 


men zu finden, folgender maßen ausſprechen. Man 
7 u 
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berechne zuerſt den Quotienten 8 „ ſehe ihn als Tan⸗ 


gente einer Zahl an, und ſuche dieſe Zahl, b, aus 
den trigonometriſchen Taſeln, nehme aber zugleich aus 
eben denſelben, zu gleich nachfolgendem Gebrauch, den 
Coſinus dleſer Zahl, cos b, heraus. Man berechne 


ferner den Werth des Quotienten derb „ welcher a 
cos 


heiſſen mag. Alsdann iſt wie vorhin log (er + BV-ı) 


=za+(bFınm)Y-ı 

Da unſte gemeinen trigonometriſchen Tafeln nicht 
bloß die Sinus, Coſinus, Tangenten, ſondern auch 
die briggiſchen Logarithmen dieſer Zahlen enthalten, ſo 
gewähren fie ſelbſt bey der lezten Berechnung noch 
eine merkliche Abkuͤrzung. Man nehme log vulg 8 
log vulg a, und ſuche es unter der Columne log 
tang, fo findet man b; man nehme log vulg a - 
log vulg cos b, fo hat man log vulg a, und daraus, 
wenn es noͤthig iſt, a ſelbſt. 

Uebrigens braucht wohl nicht erinnert zu werden, 
daß die eben abgeleitete Formel im Weſentlichen 
völlig ungeaͤndert bleibt, wenn die Radicalgroͤße 
mit dem umgekehrten Zeichen angeſetzt werden ſollte, 
und daß nur auf der andern Seite, in ihrem ent⸗ 
wickelten Werthe, das Gleiche beobachtet werden muß, 
fo daß alſo log ( 3 V= I) a- (ban VI 
ſeyn wird. ) , 

Der Mechanismus des elgentlichen Rechnens mit 


ſolchen unmoͤglichen Formen wird dann am bequemſten, 
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wenn man dieſe Formen ſelbſt behaͤlt, und un⸗ 
mittelbar mit ihnen rechnet, nachdem man ihren natuͤr⸗ 
lichen Logarithmen gefunden, und fie ſelbſt ruͤckwaͤrts 
wieder fo ausdtuͤckt, wie Exponenzlalgroͤßen, deren 
Werthe aus ihrem bekannten Exponenten berechnet 
werden ſollen, ausgedruͤckt werden muͤſſen. Iſt, auf 
die vorhin angegebene Weiſe log a g) N= 
a ＋ (b Tan r) v te ſo wird * N X 
Sen (b Kanz) Nil DH es. eh Kan r Y 
A lcos (b+2nm)+ (n (b ＋ 2 π˙ 
ſeyn, wo A= . Will man jedesmal, Gott der 
e CT . 
urſpruͤnglich gegebenen unmoͤglichen Form o g = 
den lezten, ihr völlig gleichgeltenden Ausdruck! — 
cos 


(cos b + 2 nr) + [fin KÉ? 2 1 VI, wo b 
dadurch gefunden wird, daß man in den Tafeln eine 


Zahl ſucht, deren Tangene 2 iſt, fubftieuiren, fo wird 


ſich eln eigener EEN für. das Rechnen mit 
ſolchen Formen angeben laffen der freyllch an ſich nichts 
anders, als ein verſtecktes, aber abgekuͤrztes Rechnen 
mit Logarithmen iſt. Wir wollen es durch bie be 
kannten Hauptregeln der Logarithmen Rechnung ver⸗ 


ſolgen, und, der Kürze wegen, für Fe wie bisher 


A, für b anz das einfache Zeichen B ſehen, fo 

daß log (e . 8 N = 10% = A BV), 

michin der aus bieſem begab cen kuͤckwaͤrts beſtimmte 
u 
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Werth der Größe «+ Ev —r, welchen wir Ins 
künftige den logarithmiſch entwickelten nennen 
wollen, A (cos B ＋ ſin BV 1) 

1. Wenn zwey unmoͤgliche Ausdruͤcke wie (r LV. 
( LAN 9) mit einander multiplicire werden follen, 
fo ſetze man fie zuerſt nur in unentwickelte Erponen« 
zlalgroͤßen um. 

a+ßV-r=AeBV-ı 
IVS Ce DV- 


Mithin (GVU) (TVC) AC. e DOH =I 


Härte man für. die erſte ſogleich ihren logarithmiſch 
entwickelten Werth geſetzt, ſo waͤre ſie geweſen. 

c ＋ 8 V= A. (cos B A ſin B. V=) 
Ebenſo die zweyte 
É y+ov-ı=C.(cosD+fnD.Y-ı) 


Bringt man ihr berechnetes Product auf dieſelbe 


Geſtalt, fo wird es, AC. e (DB) V= 
= A C (cos (D ＋ B) + [in (DO B)]V-ı] 
Daraus ergibt ſich alſo folgende Regel: das Product 
logarithmiſch entwickelter unmoͤglicher Ausdrucke bleibt 
von derſelben Geſtalt wie ſie. Der moͤgliche Factor 
des Products entſteht durch Multiplication der möge 
lichen Factoren in den gegebenen Formen, A C; der 
unmoͤgliche Factor enthält den Coſinus und Sinus 
einer Zahl, welche die Summe von denjenigen iſt, 
welche in den zur Multiplication gegebenen Ausdrücken 
vorkamen. Zieler Satz, von einem Producte aus 
zwey ſolchen Ausdrucken bewieſen, gilt ohne Frage 


ä fur jede beliebige Anzahl ahnlicher Fottoren. 


n 
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Unentbehrüch iſt die eben gefundene Regel Feines. 
weges. Denn man haͤtte auch durch gemeine Multi. 
plication das Geſuchte erhalten koͤnnen. (* EBV). 
(SVC S (ANS ＋ (ad GY V=. 
Es wuͤrde ſogar ſehr leicht ſeyn, eine allgemeine 
Regel zu ſinden, nach welcher ſich, bey bellebig vielen 
Factoren dieſer Art, die Zuſammenſetzung des moͤg⸗ 
lichen ſowohl als des unmoͤglichen Theils in ihrem 
Producte richtet. Indeſſen, wenn die Zahlen, woraus 
ſich ſolche Ausdrucke zuſammenſetzen, von betraͤcht⸗ 
licher Größe find, wird immer der Gebrauch unfrer 
Regel eine bedeutende Abkuͤrzung gewaͤhren; ſind ſie 
klein, ſo wird es bequemer ſeyn, ſich des urſpruͤnglichen 
Multiplicirens zu bedienen. 

2. Wenn der Quotient von zwey unmoͤglichen Aus⸗ 
druͤcken, wir E Se gefunden werden bt, ſo 
erhält man, fuld in Exponenzlalgroͤßen umgeſetzt, 
A = 8 Mr Hätte man dle 
erſte logarithmiſch entwickelt, ſo waͤre ihr Werth 
A. (cos B ＋ finBvV-ı), ebenſo der Werth der 
zweyten C. (cos D finDYV - ı) geweſen. Und 
von 555 Quotienten iſt der logorithmiſch entwickelte 


Werth d [cos (B-D) + [fin (B- DJ] V - 1. 


Daraus e folge die Regel: der Quotlent logarithmisch 
entwickelter unmoͤglicher Formen iſt eine ahnliche. 
Ihr moͤglicher Factor iſt ein Quotlent aus denen der 
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? ‚gegebenen, d Ihr unmoͤglicher Factor enthält den 
Coſinus und Sinus einer Zahl, welche dle Differenz 
derjenigen iſt, wovon im Dividend und sie 
Going und Sinus vorfommen. 

Auch hier beduͤrſte es unſrer Regel niche ſchlech⸗ 
terdings, um den Quotienten zweyer unmoͤglichen 
Ausdrucke in ähnlicher Deia wie fie zu erhalten. 
Man multipilcire in dem Bruche o 7 5 = Zähle er 
und Nenner mit 7 d Y, fo erhaͤlt man 
5 (5 ad 1, als den 

ES ERR 2 
Werth des gegebenen Bruchs oder Quotienten. Hier 
tritt alſo die nemliche Bemerkung wie bey der Mul⸗ 
£iplication ein. 

3. Wenn ein unmoͤglicher Ausdruck, von der For 
4 3 Vi auf die Potenz eines beliebigen Exponen⸗ 
ten erhoben werden ſoll, wie (e E V=; fo 
ſetze man, wie vorhin, fuͤr ihn zuerſt eine gleichgeltende 
unentwickelte Exponenzialgroͤße an die Stelle, 
r GV IS AeBV -I. Als dann erhebe man 
ſte, ſtatt feiner, zu der verlangten Potenz, (-= vm 
= Au. en BV - 1. Von dieſer Exponenzialgroͤße aber 
iſt der entwickelte Werth A "loos nB A (ſin nB). Vi]! 
=(a+ßvV-ı)”. Jede Potenz alſo von einer 
logarithmiſch entwickelten unmoͤglichen Groͤße ſtellt ſich 
unter gleicher Geſtalt dar. Man erhebe den moͤg⸗ 
lichen Factor der gegebenen Größe auf dle verlangte 
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Potenz, ſo hat man PER möglichen Factor; man 
multiplicire die Zahl, wovon im unmöglichen Factor 
der gegebenen Größe Cofinus und Sinus vorkommen, 
mit dem Grade der nemlichen Potenz, ſo hat mon 
den unmoͤglichen Factor des gewuͤnſchten Reſultats. 


Dieſe Regel iſt von mehr als einer Seite ſehr 
wichtig. Man könnte zwar ( -F BYV- ı)" allerdings 
vermöge des binomifchen Lehrſatzes berechnen. Aber 
ſchon wenn n eine poſitive ganze Zahl von einiger 
Größe ſeyn ſollte, würde dieſe Rechnung ſehr weitlaͤuftig 
ausfallen. Wäre n eine negative Zahl oder ein Bruch, 
ſo böte der binomiſche Lehrſotz eine unbeſtimmt fort⸗ 


laufende Reihe dar, die nur dann, wenn e ein echter 


Beuch iſt, zu einer nähernden Berechnung gebraucht 
werden koͤnnte, und ſelbſt da noch meiſtens viele 
Arbeit koſten wuͤrde. Durch Huͤlfe unſrer Formelt 
lA(cos B fin B. VH AA. (cos nB ſin n B. Vi 
werden olle dieſe Rechnungen mit gleicher Lelchtigkei: 
und Sicherheit vollzogen. 


Aber der groͤßte Nutzen unſrer Formel liegt darin, 
daß ſie, bey Wurzelaus ziehungen, nlcht bloß einen 
von den Werthen angibt, welchen die aus zuziehende 
Wurzel befigen kann, ſondern jeden von ihnen, und 
zwar alle mit gleicher Leichtigkeit, alle auf die eln fachſte 
Grundform unmoͤglicher Ausdruͤcke zuruͤckgefuͤhrt. Es 
iſt aus dem Vorhergehenden bekannt, daß fuͤr jede 
ouszuziehende Wurzel fo viele verfchledene Werthe 
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gefunden werden muͤſſen, als der Grad dleſer Wurzel 
Neale in ſich ſchließt. Es muß alſo, wenn 


* («+ 3 ci) gefobert wird, daſuͤr eine Anzahl von 
m verſchledenen aͤhnlich gebauten Formen angegeben 
werden koͤnnen. Der Ausdruck a+ßV- 1, ſetzt ſich, 
logarithmiſch entwickelt, wenn durch Hülfe der Tafeln 


aus der Gleichung 8 Stang b, dle Zahl b und ihr 
c 
Coſinus gefunden worden iſt, in den gleichgeltenden 
Ausdruck SS ſoos (ban) ＋ Iſin (b E an )] V-I] 
i cos 


um. Daraus aber wird die Wurzel des mten Grades 


* SCH (Ee + * d 
Betrachten wir den zweyten unmoͤglichen Factor in 
dieſem Ausdrucke, ſo werden wir finden, daß unter 
der unbeſtimmten Zahl von Werthen, die er zu ent⸗ 
halten ſcheint, da es in ihm geſtattet iſt, fuͤr n jede 
beliebige ganze Zahl zu fegen, wuͤrklich nur fo viele 
verſchiedene vorkommen koͤnnen, als die Zahl m 
Einheiten hat, ſo daß alſo, wenn man ſie ſämtlich 


o 
entwickelt, = a) 
beygibt, die m verſchledenen Werthe gefunden ſeyn 


ſeyn werden, welche, bewieſenen algebraifchen Lehren 


zufolge, d (e+ BV-ı) nothwendig haben muß. 


Es iſt aus dem vorigen Kapitel bekannt, daß 
zwey Zahlen, welche denſelben Sinus und Coſinus be⸗ 


— 
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figen ſollen, um irgend ein Vielfaches von 277 unter⸗ 


ſchleden ſeyn muͤſſen. Wir finden in unſrer Formel 
die Zahl —— Wans „ In welcher für n nod Belieben 


alle Wacht, von o an, durch die ſucceſſiven ganzen 


Zahlen ſort, geſetzt werden duͤrſen. Solange alſo die 


ſperlallſirten Werthe dieſer Zahl noch nicht um 27, 
oder irgend ein, poſitives oder negatives Vielfaches 
dieſer Größe, verſchieden find, wird unſre Formel 


cos () r E € * — | et ver 


ſchledene Werthe erhalten; ſobald aber der genannte 
Umſtand eintritt, wird fie auf die nemlichen Werthe 
wieder zuruͤckkommen. Betrachten wir zuerſt nur den 


Ka 
Ausdruck der 3001 Fr? an fo fern er jedes pofitive 


Wielſache von 2 u in 10 fließt; d. b. als — 
um zu ſehn, wievlel verſchiedene Werthe unſre For. 
mel durch ſucceſſives Aendern der völlig willkuͤhrlichen 
Zahlen annehmen kann. Und da iſt offenbar, daß, 
ſolange man für n Werthe ſetzt, die kleiner find 


ols m, durchaus verſchledene Werthe für ihn hervorgehn 


muͤſſen. Denn es mögen h und k zwey Zahlen, 


beyde kleiner als m bedeuten. Alsdann iſt der Unter⸗ 
ſchied der beyden Ausdrücke — 


ktzhs, dt 2 K 77 
m m 


== — und es en e von GE a ` ir 
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weder 1, noch eine ganze Zahl ſeyn kann, well jedes 
von Za wë für ſich kleiner als m feyn fol, der 
Bruch Pak alſo unfehlbar ein echter Bruch iſt. 


| PR weil zwey ſolche Ausdruͤcke nicht um 
ein Vielſaches der Peripherie verſchleden ſeyn konnen, 
Sinus und Coſinus des einen nicht identiſch mit 
Sinus und Coſinus des andern ſeyn koͤnnen. Und 


iſo gehn, wenn man in der Formel cos CZ bel 


4 (en DS Vr, für n ſucceſſiv alle 


ganze Zahlen von o bis m lexcluſive) ſetzt ben, 
Ze von einander verschiedene 5 Werbe fuͤr ihn 


hervor. . at 
Sobald. aber Kr n eine ganze Zahl genommen 


werden ſollte, welche größer iſt als m, fo wird unfehlbar 
W 
m 


der Ausdruck eine Zahl werden, welche 


wieder denſelben Sinus und Coſinus beſitzt, wie elne 
von denen \ welche man ſchon früher gehabt hat, als 
man noch für n Werthe ſetzte, die kleiner als m 
waren. Denn es ſey ein Werth von n pm Ah, 
wo p jede bellebige ganze Zahl bedeuten mag, h aber 
irgend eine von denen die noch kleiner ſind als m. 
Hätte man für n bloß den Werth h gefegt, fo wuͤrde 
SL 21 ter 2h guat man 


1 En 
r 


der Werth von — — 


de für Er fo wird er 
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Der Unterſchied wellen dem erſten und dieſem 


letzten iſt cl AE pw, ein Vielfaches von Se 
m 


Es hat alſo der letzte ebendenſelben Sinus und Coſinus 
wie der erſte. Sobald man folglich bey der Specialiſi⸗ 


rung der Formel cos =) 5 ſin em) 
m m 

V, mit den Werthen der Zahlen über m hinaus⸗ 

geht, nimt ſie keine neue Bedeutungen mehr an, 

ſondern fälle jedesmal in eine von denen wieder 


zuruck, welche ſie ſchon fruͤher erhalten hat, als AN n 
Werthe, kleiner als m, geſetzt wurden. 


Was endlich die Geſtalt cos er + 
| erg 


(in Del Ae beträffe, ſo iſt auch für fie 
8 Kë 


ſehr leicht zu zeigen, daß fie, man ſetze für n was man 
will, keine andre Werthe geben kann, als die, welche 


i ban , (ban) 
aus cos (A) + (en * Lë 
abgeleitet. ſind. Es ſey h irgend eine beſtimmte ganze 


Zahl zwiſchen o und m, ſo wird E SA eine von 


den Zahlen E wovon unſer letzter Ausdruck Sinus 
und Coſinus verlangt. Aber alsdann wird m h 
Abt: eine ent: Zaft, und dp DEZ 
ö 5 JEC m 
einer von den Werthen ſeyn, für welche ſchon bey der 
Speclaliſirung des früher betrachteten Ausdrucks 
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Si e +2 Sch d (an ) 1 
g | m 8 d - . m ` 
der Werth gefunden If. Nun aber iſt der Unterſchled 


b m nh) , Ai bah. 


zwiſchen den ln E 


m 


— SCH 22 r, michtn e? beyde gleichen Sinus 


und Coſinus. Wollte man in dem Ausdruck ng 
m 


für n Werthe fegen, die größer als m wären, all⸗ 
gemenn=pm-+ h, fo wuͤrden, weil der Unter, 


VVV 
m m 


g. , offenbar wieder gleiche Sinus und 


Toſinus zum Vorſchein kommen, wie man ſchon erhal⸗ 
ten hatte, als für n noch Werthe, die unter m waren, 


genommen wurden. Mithin gibt cos Aa 1 — 
de ` 


(+ in) Vi, man mag für n ſetzen 
— m 

was man will, auch nur m verſchiedene Werthe, und 
jtvar ganz dleſelben, welche aus cos EI) 
(+4 in [b+ ee) v-1 entflehn, wenn man 


in dieſem Ausdrucke für u fucceffio alle ganze Zahlen 
von o bis m ſubſtitultt. 

g Wenn wir alſo einen unmoͤglichen Ausdruck von 
der Form & 3 Ve zum Behuf einer Wurzelaus 


Lé 
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zlehung logarithmiſch entwickeln, fo. I es genug, falls 
aus den Tafeln dle Zahl b aus der Gleichung 


e = tang b gefunden iſt, ihren Werth durch 


E. feos(b +2n7) + [fin(b+2nm)]Y-ı], 
cos b 


und wenn aus ihr die Wurzel des mten Grades gezogen 
H Ki b 
werden ſollte, dleſe durch CH [= ( ME 
bk 


m 


+ a € scil V. d darzuſtellen, und in 


dem letzten Ausdrucke für n alle Werthe von o an 
bis m, ollmaͤllig zu fubflituiren. Daraus werden 
ſogleich alle moͤglichen Werthe der verlangten Wur⸗ 
zel, mit Huͤlfe der Tafeln, welche He verlangten 
Sinus und Coſinus geben, hervorgehn. 

Noch elner ſehr weſentlichen Abkürzung iſt dleſes 
merkwürdige Verfohren der Wurzelausziehung fähig. 
Bey der logarithmiſchen Entwicklung des anfangs 
gegebenen unmoͤglichen Ausdrucks fol man zuerſt, 
durch Huͤlfe der Taſeln, vermoͤge der Gleichung 


8 = tang b, die Zahl b finden, Ste ſelbſt wird 
3 ; 


aber in der ganzen Rechnung nicht gebraucht, ſondern 
immer nur Sinus und Coſinus von ihr, und anderer, 


b+n:r 


unter der Form — enthaltenen. Nun ſtehn i 
f m 


aber in unſern trigonometriſchen Tafeln neben den 
Sinus, Coſinus, Tangenten, nicht die Zahlen ſelbſt, 
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bie ihnen gehoͤren, ſondern andre, die aber dieſen 
Zahlen proportionirt ſind. Denn die Formel 
ea N 1 = e 1, komme wuͤrklich, für alle Werthe 


von a SS berechnet, unter der Benennung Coſinus 
in den Tafeln vor. Aber neben der Reihe ihrer 
Werthe befinden ſich nicht die der Zahl a ſelbſt, 
wozu ſie eigentlich gehoͤren, ſondern, ſtatt deſſen, dle 


der Zohl — 360. Ebenſo verhalt es ſich auch mit 
277 e 


den Coſinus und Tangenten. Geometriſch ausgedrückt, 
Die Tafeln enthalten vollſtaͤndig, für alle Kreisbogen, 
die nicht uͤber den Quadranten hinaus gehn, die 
Sinus, Coſinus und Tangenten. Aber es find. nicht 
die Kreisbogen ſelbſt, der Lange nach in Theilen des 
Radius ausgedrückt, (wie man fie In der That nehmen 
mußte, um jene ihre erigonometriſchen Functionen zu 
berechnen), welche ſich als deren zugehörige Zahlen 
in der erſten Columne der Tafeln finden. Sondern 
ſtatt der Kreisboͤgen iſt die Menge von Graben, 
Minuten, Secunden, geſetzt, welche fie, nach Maaß ⸗ 
gabe ihrer Länge, enthalten muͤſſen. Will mon aber 
nur den Sinus und Coſinus einer Zahl wiſſen, fo 

if es völlig einerley, ob man die Zahl ſelbſt, oder eine 8 
andre, ihr proportlonale, nehmen will. Man behalte 


alſo, wenn man in den Tafeln, EN in der Columne 
a 


der Tangenten, auffucht, ſogleich die Zahl von Graden, 
Minuten, Secunden, welche in der erſten Columne 
daneben Hat. Dieſe Zahl mag durch P angedeutet 


319 


werden. Man ſetze alsdann Gett cos b, In be 
geradezu cos O, fin G., oder allgemeiner ſtatt 
fin (ban ), Dn (9-+.n.360°), Datt cos (b-+an 7), 
cos (O + n. 360°), und ebenſo auch für cos und ſin 
von 3 ——, cos und fin von DE ee Da⸗ 


m 

durch wird der Gebrauch der Tafeln NZ. erleichtert 
werden. Und fo laͤßt fh endlich die mechaniſche 
Regel für Wurzelausziehungen aus unmoͤglichen Aus⸗ 
druͤcken von der Form a V in ihrer bequem. 


ſten Geſtolt angeben. Man ſuche, um vi Le ＋ N vu 
zu erhalten, aus den ttigonometriſchen Tafeln den 


Bogen, welchem ` als Tangente zugehoͤrt. Er heiße, 
wie ihn die Tafeln geben, in Graden u. ſ. w. aus · 
gedruckt O, olsdann it (a EVN 1 vl 

SCH 


Lesch) 


in welcher Formel man für n allmaͤlig alle ganze 
Zahlen von o an bis zu m ſetzen muß, um die m 
verſchledenen Werthe zu erhalten, deren er fähig iſt. 


Was die Groͤße as wofür auch dle ide gleich: N 
8 cos O ; 


geltende BAR. werden koͤnnte, betrifft, fo iſt fie 

: ſin G | 

allemal pofitiv, die Berechnung des erſten Factors 

* € =) kann alfo nie einer Schwierigkeit unter⸗ 
cos ® | 
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worſen ſeyn; ſie wird am leichteſten durch Huͤlfe der 


gemelnen Logarithmen geſchehn. 

Die bisher für unmoͤgliche Ausdrucke dargeſtellte 
Methode der Wurzelausziehung läßt Déi ſelbſt auf moͤg⸗ 
liche beſtimmte Zahlen anwenden, und hat den Vor⸗ 
zug, daß ſie auch alsdann fuͤr die geſuchte Wurzel 
genau ſoviele Werthe darbietet, als der Grad ber, 
ſelben Einheiten in ſich faßt. Soll aus einer 
poſitiven Zahl die Wurzel des mten Grades gezogen 
werden, ſo druͤcke man die Zahl ſelbſt durch 
a (cos An + fin znr. V1) aus, welches offen ⸗ 
bar, da cos a n =I; ſin an =o, ebenſovlel als 


a. 1 oder a bedeutet. Alsdann Äfl * Se a. FF 
+ fin er VI di Hier bedeutet * a den poſitiven 


Werth, Er die würflihe Ausziehung der Wurzel 
gibt. Aber die ihm als Factor beygeſuͤgte Groͤße 
ertheilt dem ganzen Ausdruck ſoviel verſchiedene 
Werche, als der Grad der verlangten Wurzel Einhel⸗ 
ten enthalt. Es iſt nicht ohne Intereſſe, über die 
Verſchiedenheit dieſer Wertde zu refleetiren. Der 
erſte, für n o, wird allemal 1; er iſt der einzige 
mogliche, wenn m ungerade ſeyn follte, Iſt aber 
m gerade, ſo gibt es außer ihm noch einen moͤglichen, 


für n= m. Alsdann wird nemlich (cos 
m 


I fin n . Ver . Oe 


/ 
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Alle übrigen: Werthe find aber beſtaͤndig unmögikh; 
Und zwar darf man, den anfaͤnglichen abgerechnet, 
behaupten, daß allemal die beyden, welche von Anfang 
und Ende der Reihe, welche ſie bilden, gleichweit 
abſtehn, ſich nicht in Abſicht auf die Groͤße der 
Theile, woraus fie erzeugt werden, ſondern bloß in 
Abſicht auf das Zelchen des zweyten Theils, den fie 
enthalten, von SCH unterſchelden. Der hie vom 


Anfang iſt (eos a — zk Cp SC V- DND 

hte vom Ende, d. h. der m ae vom Anfang 

bene Dr + (n Bea eil 

Nun aber ift C08 | = cos Los: dk 
m m 


= cos Kr fin Era =-fin RR mithin 
der lezte Ausdruck — (cos . ſin SCH éi 19 
Man braucht alſo, wenn es auf un individuelle 
Berechnung eines ſolchen Ausdrucks ankommt, nur 
die erſte Hälfte der verſchiedenen unmoͤglichen Werthe. 
die er in ſich ſaßt, unmittelbor abzuleiten. Denkt 
man fi ch — e Cie Werthe, welche die 


Form cos et fin —. Vi annehmen kann, 
m 


als Glieder Deg Reihe, fo darf man behaupten, daß 
dieſelben Glieder, nur in einer andern Folge, wieder 
zum Vorſchein kommen, wenn ſie ſaͤmtlich mit irgend 
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einem unter ihnen multiplieirt werden. Es fen, 
allgemein, das kite unter ihnen dasjenige, wodurch 

man die ubrigen multiplicirt. So iſt der allgemeine 
Ausdruck für fe: Er Lin 2. 
Aus ihm een ee ihrer jetzigen Werthe, 
wenn man für n die Zahlen o, 1, 2. E der 


Hebung ben. So iſt alſo nun das Ge cos — — 2 
II 


, 2K 
+ fin Zë a „was uber das kte war; alle, 


welche vorher auf das kte ſolgten, werden jezt in 
ungeſtoͤrter Ordnung nach dem erſten folgen müffen, 
An dasjenige, wos vorher das lezte war, und welches 
jezt das m-k- ite iſt, wird ſich das m- kte, mithin 
dasjenige was vorher das erſte war, wieder anſchließen, 
und ſich daran nach der Ordnung das vorherige 
Agent, dritte, u. ſ. w., bis zum Kiten anreihen, 
welches die neue Reihe beſchlleßen wird. Setzte 


man alfo bie verſchledenen Werthe, weiche Vi haben 
kann, im Kreiſe herum neben einander, fo wuͤrde die 
Reihe der Producte welche herauskommen, wenn man 
mit einem von ihnen, dem kim, fie alle multipliclren 
wollte „ ſogleich dadurch erhalten werden, wenn man 
vom kim Gliede des vorigen Ringes den Anfang 
machte, und nun, in der vorigen Ordnung, in dem⸗ 
ſelben herumginge, bis man auf den Anfang zurück 
gekommen waͤre. 
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Was die Wurzeln hoͤherer Grade aus negativen 
Zahlen betrifft, ſo gelten von ihnen ganz äpnliche 
Saͤtze. Der logarithmisch entwickelte Ausdruck einer 
negativen Zahl, — a, iſt a. 24 9. SE [cos (an ds 
+ Dntontus, V- il. Soll alfo aus ihr dle 
Wurzel des mten Grades gebegen werden, bk erhält 
man Naga. ‚(cos SC „bn = 


. Vn. = 


wo der erfle Factor, Ya, den reellen A Werth 
bedeutet, welchen die Wurzelauszlehung allemal dar⸗ 
ieten muß, der zweyte Factor hingegen, indem man 
für n allmälig. die Zahlen o, 1, 2, u. ſ. w. an bie 
Stelle ſetzt, ſoviele verſchiedene Werthe darbietet, als 
der Grad der auszuziehenden Wurzel Einheiten ent⸗ 


haͤlt. Iſt m gerade, ſo kann nle a eine ganze 


Zahl, mithin nie die vorliegende Form Etwas mög 
liches werden. Iſt m ungerade, ſo gibt es einen 
Fall, wo diefe Form einen möglichen Werth erhaͤlt, 


wenn nemlich er St, olſo n = =: Alsdann 
2 


verwandelt ſie ſich in — 1, ſo daß für v (-a) der 
mögliche Werth - Va SSC? wird. Was die un⸗ 
moͤglichen Werthe betrifft, ſo gilt von ihnen, mit geringen 


Modificgtlonen, daſſelbe, wie von denen für Va ` 
| Za 


Par 
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Wir koͤnnen, mit dieſem Algorithmus für unmoͤg · 
liche Ausdrucke verſehn, zu verſchledenen, im Vorher 
gehenden vorgekommenen kehren zurückkehren, die 
theils einer Begründung, theils einer Zurückſührung 
ing Seftimmte wechaniſche Regeln bebürftig find. 


; I. Es iſt im vorhergehenden, bey den Betrochtun⸗ 
gen über. die Zerlegung von Formen hoͤherer Grade 
in Factoren des erfien Grades der Satz problematlſch 
angenommen, daß jeder unmögliche arithmetiſche Aus- 
druck auf die Geſtalt a K bV- ı zurückgebracht wer. 
den koͤnne. Wir find jetzt im Stande, dle unbedingte 
Däich dieſes wichtigen arithmetiſchen Theorems zu 
bewelſen. Unmoͤgliche Ausdruͤcke entſtehn zuerſt, wenn 
man beſtimmte Zahlen unter das Zeichen einer belie⸗ 
bigen Fett Gis Heft, Nun iſt eben bewieſen, 


m a 
daß alle Werthe von Vs oder (Es) auf die Geſtalt 
4 e zuruͤckkommen muͤſſen. Sie entſtehen fer: 
ner, wenn man ſolche Wurzelgroͤßen, mit Deh ſelbſt, g 
oder mit möglichen Größen verbunden, d. h. Formen, 
die ſich auf die Geſtalt a f Ek 1 reduciten laſſen, 
ſelbſt wieder neuen arithmetiſchen Operationen unter: 
wirſt. Wir haben aber die Regeln abgeleſtet, nach 
denen die Reſultate ſolcher Rechnungen mit Ausdrucken 
von der Geſtalt = ſogleich durch andre 
von der nemlichen Geſtalt dargeſtellt werden koͤnnen. 
Und fo führen dieſe, im gegenwärtigen Kapitel ent: 
wickelten Regeln von ſelbſt den Beweis jenes Theo. 
rems her bey. | 
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Der Umſtand iſt in der That ſehr merkwuͤrdig daß 
man alle die Unmoͤglichkeiten, welche entſtehen koͤnnen, 
wenn man beliebig gewählte Zahlen unter die Zelchen 
höhere arithmetiſcher Operatlonenf ſtellt, immer auf 
eine einzige, und zwar die einfachſte unter allen, bie 
jenige, welchen bey der Aus ziehung der Quadratwur zel 
aus negativen Zahlen ſtatt findet, zurückzuführen, vers 
mog. In ſo fern erſcheinen unmoͤgliche Ausdrucke viel 
einfacher als irratlonale, ubrigens mögliche, Die Wur⸗ 
zelaus ziehungen höherer Grade laſſen ſich nur dann 
auf andre von nledrigern zuruͤckbringen, wenn ihre 
Exponenten aus Foctoren zuſammengeſetzt ſind. Es 
ſehlt olſo ſehr viel, daß man behaupten dürfte, die 
Ausziehung der Wurzeln, ſofern fie "mögliche beflimmte 
Werthe gibt, koͤnne auf Ausziehung der Quadratwurzel 
reducirt werden. Schon bey der Aus ziehung der 
Cubicwurzel findet dies durchaus nicht ſtatt; dieſe Ope⸗ 
ration muß nach eigenthuͤmlichen Regeln vollzogen 
werden, und ihr Reſultat kann durch keine Verbin⸗ 
dung von Quadratwurzeln geſunden werden. Auch 
wird allemal, wenn man mit togarithmiſch entwickelten 
unmoͤglichen Formen rechnet, der mögliche Factor den 
De bey ſich führen, durch alle die Wurzelaus ziehungen 
laufen müffen; welche an den Ausbehcen ſelbſt vo 
zogen werden ſollten. 

II. Das wuͤrkliche Rechnen mit ee ge 
men wird beſonders bey der Auflöfung der Gleichungen, 
und den Unterſuchungen uͤber die Wurzeln derſelben 
haͤuſtg geſodert. Schon die eubiſchen Gleichungen 
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haben uns im Vorhergehenden auf Ausdruͤcke geführt, 
die nur dadurch zu einem beſtimmten Reſultate ge: 
bracht werden koͤnnen. Die allgemeine Form, unter 
welche dieſe Ausdruͤcke gehören, iſt eigentlich die fol 
gende. Es moͤgen a und b beliebige moͤgliche, n irgend 
eine beſtimmte Sahl ſeyn; man fol dem Dun von 


Ya + 3 25 1) + via: b) hd. S 


Wenn 2 816 O, ſo iſt diefer Viel eng 
mich neid: 


*. Le bees (P. F aha) I Un T aha, En 


= v * SC? Leos (G ＋ 2 Kat: ett 

mithin fein zuſammengezogener Werth 

ze [e 4 tat 
cos O n 


| + (an an — fin Br) Kä o 


Offenbar alſo gibt er, da man ſowohl für k, als auch 
für h, alle Zahlen von o bis n frëen muß, wenn 
man alle möglichen: Combinationen, welche der Aus. 
druck geſtattet, vollſtaͤndig aufftelle, eine Reihe von 
k. h verſchiedenen Werthen. Unter dieſen aber werden 
n verſchiedene allemal mögliche Größen ſeyn. Denn 
wenn man, bey der Entwicklung von den Werthen 
der beyden Wurzelgroͤßen diejenigen, welche nach der 
Ordnung unſrer Formel von gleicher Zahl ſind, mit 
einander combinirt, d. h. h S k ſetzt, ſo gibt fie 
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h 
10250 Cas weg — SC? 2 e eege * » 


8 25 


＋ * bei) ein Ausdruck, DEE allemal u 
lich iſt, unden verſchiedene Werthe in ſich ſaßt. 

Mon kaun auf dieſe Art die, Auſtsſung der cubi⸗ 
ſchen Gleichungen, welche wir früher (pag. 82) geſun⸗ 
den haben, zur wuͤrklichen Berechnung brauchbar 
machen. Wenn eine ſolche Gleichung die Geſtalt 
y3+fy+g=o beſitzt, fo iſt für 5 1 

„( De Wé — | 
Wenn es darauf ankommt, den Werth wer Aus: 
diucks wuͤrklich zu berechnen, p muͤſſen zwey Faͤlle 
unterſchieden werden. 0 

Die Schwierigkeiten bey dem Gebrauche dieſer 
Formel ſind groͤßer, als ſie beym erſten Blicke ſcheinen. 
Selbſt dann, wenn ſich den in ihr verlangten Wurzel 
aus ziehungen keine Unmoͤglichkelt entgegenſetzt, darf 
fie nicht ohne Rechtſertigung gebraucht werden. Denn 
da ſie, in ihrem ganzen Umfange genommen, neun 
verſchiedene Werthe enthaͤlt, und von dieſen nur drey 
der cubiſchen Gleichung angehören koͤnnen, fo frage 
ſich bey jedem einzelnen ef noch, ob er der rechte iſt 
oder nicht. Der Fehler liegt eigentlich ſchon in der 
erſten Vorausſetzung, die man, um zur Auſloͤſung der 
eubiſchen Gleichungen zu gelangen, gemacht hat. Man 
fingire ien. daß der Werth von y, welcher 


der Gleichung y e? fy + g=o Genüge Mi: 
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die Geſtalt 1 + habe, nimt alſo gleich zu 
Anfang eine Form, die allgemein verſtanden, zu viel 
enthält, für das Geſuchte an. Doraus leiten ſich 
olsdann, wie oben geſchehn iſt, die beyden Bedin⸗ 


gungen, daß Ai Be, und ABDA af ab, 
aus denen die beftimmiten Werthe von A und B 
weiter erfolgen. 


Wir wollen, um unſre Formel beſtimmt brauchbar 
zu machen, zwey Faͤlle unterſchelden. 

1. Es ſey A ſowohl als B möglich, mithin ez L.A f3 
elne poſitive Zahl. Nennen wir den Werth, welchen 
die wuͤrkliche Wurzelausziehung aus A gibt, a; ebenfo 
den aus B 2 b, fo ei CA 88 die drey 

ka m 
Werthe a; = — * e a. Au 


gleiche Weiſe erhaͤlt B * die drey Werthe b; 
= b; ==] b. Es ſtaͤge ſich nun, 


welche von ihnen combinirt werden muͤſſen, um 


2 3 
diejenigen fpeeiellen Werthe von YA ＋ VB hervor 
zubringen, die der cubiſchen Gleichung Genüge leiſten. 


Und hier entſcheidet die bey der Aufloͤſung 
der SE Gleichung ſeſtgeſetzte Bedingung daß 
v A. CG B=-3f, d. h. daß dieſes Product eine 


moͤgliche Größe ſeyn ſoll. Es gibt nur drey Combi. 
nationen die ihr Genuͤge leiſten, ſie alſo ſind es allein, 


259 
welche die Wurzeln der eerst lache bere 
koͤnnen. | 


Von den 3 Werthen des v B, welche ` 
IESSE b, Er See 2] b find, bam mit dem 


2 
3 
erſten von VA, d. h. a, nur der erſte combinirt werd 
den, wenn das Product aus beyden elne ee Baht 
werden ſoll. Mit dem zweyten von VA, welcher 


k 2 a iſt, unter eben dieser Bedingung 2 


der dritte von v B, N b. Br b, weil nur er 

mit jenem ein moͤgliches Product hervorbringt. Mit 

dem dritten von CA endlich, Fl a, konn nur 

ee? 1 Sie 
2 


0 
der zweyte ponk B= ſich vereinigen, weil 


jeder der beyden andern mit jenem ein unmögliches 
Product hervorbringen wuͤrde. So ſind alſo die drey 
Wurzeln der cubiſchen Gleichung fuͤr biefen Soll 
a b 
VI e 
AE =: d =]= Ze 


a) [je 


Eine cubiſche Gleichung alſo von der Form ys ＋ f 
+g=o wenn in ihr 82 + fk“ poſitiv if, d. h. 
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entweder, wenn k und g beyde poſitiv ſind, oder wenn, 
falls f negativ ſeyn ſollte, (If)s, abgeſehn vom 
Zeichen, eine kleinere Zahl iſt, als (3 8) 2 hat nur eine 
moͤgliche Wurzel. Sie laͤßt ſich durch gemeine Wur⸗ 
zelausziehung vermoͤge unſrer Formel finden. Aus ihr 
ergeben ſich ohne weitere Rechnung die benden un: 
moͤglichen Wurzeln, welche noch außer ihr der Gleichung 
Genüge leiſten. 

2. Es ſey A ſowohl als B unmöglich , mithin 
Kat Zei eine negative Zahl. Alsdann wird 


AAB, „ wenn dle Werthe dieſes Ausdrucks bes | 
rechnet werden ſollen, nur durch Huͤlſe unſres lezten 
Algorithmus für unmoͤgliche Groͤßen gefunden werden 


koͤnnen. — man ZZ o, und 3 (8 Tr fs) 
=, ſo wird A=a+ßr-ı, und Bzea-BV-1, 
mithin LAUREN AN 
Man fege dn, ber bekannten Regel, für bie Ente 
wicklung foldher Ausdrücke gemäß 25 tg O, d. D alſo 


> b e * EE | 


= SG Ju ER | 
Dieſer Ausbruck iſt aber, um O zu berechnen, 
noch etwas unbequem und laͤßt ſich abkuͤzen. Ber 


bench = mg = m si 5 - = e G * 
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— . 88 14. 5 are? 
* E | Han fege aſſo us 155 2 


Lag 8 
oder "os „ "or = cos O, ſo wird 


ON, Be af? 

le lege CA 
mithin gerade DO was vorher = e G genommen 
werden ſollte. 28 auf we Art eus den Tafeln 


gefunden, fo erhält man für v A die drey Werthe: 


E | game 1 


[EN e (4). v-1] 
e 


Die nemlichen bekommt mon auch fuͤr * B, mit dem 
einzigen Unterſchiede „ daß in ihnen die zwenten Theile 
der eingeklammerten Foctoren, d. bh diejenigen, welche 
mit V= ne ſind, das umgekehrte Leichen 
erhalten. 

Und jezt ſind wieder nur n Combinainen 


zwiſchen den Werthen von YA und denen von Ge B 


möglich, welche der Foderung, worauf die Auflöfung 
ber ee Go weſentlich gegründet iſt, daß 


nemlich VA. vB kein unmoͤgliches Probuct geben 
ſoll, Genuͤge leiſten; ſie ſind es alſo allein, welche 
die verlangten Wurzeln geben konnen. 7 
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gint man den erſten Werth von * A, welcher 
ee (cos g Kling g. Vin if, E ni ſich 


C08 
lediglich der erſte von vB, d. h. | (cos 3 - 
anz p.71 welcher mit ihm ein mögliches Product, 
(cos o + fin o. EE V E z el 
cos O cos ® 
bernonbalant. Ganz auf die nemliche Weiſe wird 
nur ZS zweyte Werth von * A, mit dem zweyten 
von vs „und ebenfo endlich der dritte Werth von 


CA mit dem dritten von vB eombinire werten ; 


dürfen , wenn die Bedingung daß va. vB ein 


moͤgliches Product geben A9, nicht uͤberſchritten 


. ſoll. 
Mon erhält. alſo in dem Falle ‚wog? di — St 8 


En negative Zahl iſt, d. h. wo k negativ, und Zeng 
abſtrahirt vom Zeichen, (3 e)? kleiner als (GG f) für 


die cubiſche Gleichung 7 fe go brey mög: 


liche Wurzeln. Die eben vorhin für dieſelben ges 
ſundenen Ausdrucke find noch einer kleinen Abkürzung 
Dia, Man ſetzt werft, um die logarithmische Ent⸗ 


wicklung zu machen, cos O le = Zu ulezt 


erſcheint im Reſultate der Factor | wieder. 
CR ! 3 , 1 cos d ST 
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gr 9 5, mithin wird më EI SL 


CH Dn, Es mid ai e Gas 


offenbar eine mögliche pofitive Deg, weil Etwas 
in ſich ſelbſt negatives iſt. 

Nehmen wir nun die W'rthe von Ya ER * B, 
welche für unſre eubiſche Gleichung gehören, 
ſo erhalten wir die drey Wurzeln 
2. V (-f) cos 30 
„ h eos Ke Gd 8 15 KC 3 Deng 
(120° +1 3 bi N 8 e 
2. (-f) cos D =2.V (If) cos 
(240° +49) 
vorausgeſetzt, daß O ein Winkel iſt, deſſen Eofinus = = 
* Br ab ift, der alſo nach biefer Formel zu An · 
ſang der Berechnung aus den Tafeln gefunden were 
den muß. 

Man kann auch, wenn man will, die beyden 
letzten Wurzeln der cubiſchen Gleichung auf die erſte 
zuruͤckſuͤhren. Da 120 90 ＋ 30, fo iſt cos 120 
S2, ſin 120 2 . Da 240% = 180° ＋ 60%, 
ſo wird cos 240. 3, fin wer Man darf 


alſo ſuͤr cos (1200 ＋ 3 G) = . 
0 EI EE 


und für. cos (240 
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ſetzen. Und ſo ausgedruckt ſind die pa Wurzeln 
der Gleichung 
} EN SEKR: Sri, 


LA: 


> 10839 GE 42192 Se 


Sur wücklichen ee fi ind aber dieſe Ausbrüche 
kaum ſo bequem als die zuerſt gefundenen. 

III. Dieſelbe Methode, welche für die Aufloͤſung 

der cubiſchen Gleichungen gebraucht worden iſt, laßt 
ſich auch auf Gleichungen des vierten Grades anwen⸗ 
den. Sie iſt mit Fleiß bis auf dieſe Stelle verſpart 
worden, weil ohne die Rechnung mit unmoͤglichen Aus⸗ 
druͤcken, und die Moͤglichkeit, die Wurzeln einer cubi⸗ 
ſchen Gleichung berechnen zu koͤnnen, ſich kein Gebrauch 
von ihr machen laͤßt. 
Wir wollen eine unbeſtimmte Gleichung des vier⸗ 
ten Grades (eine biquadratiſche) annehmen, und da⸗ 
bey vorausſetzen, was bekanntlich allemal durch eine 
leichte Operatlon geſchehn kann, das in ihr das erſte 
Glied nach dem hoͤchſten fortgeſchafft ſey. Ihre Form 
wird diefem gemäß x Sax bx cc ſeyn. 

Auf ähnliche Weiſe, wle bey der Auflöfung eubl⸗ 


ſcher Gleichungen ſingirt wurde, daß ihre Wurzel als 


Summe von den Cubicwurzeln zweyer aus ihren 
Coefflcienten zuſammengeſetzter Ausdrucke gedacht wer⸗ 
den koͤnnte, wollen wir bier fingiren, daß der allge⸗ 
meine Werth der a für eine Gleichung des vier, 
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ten Grades als Summe von drey Quadratwurzeln aus 
beſtimmten, von den Coeſftelenten der Gleichung ſelbſt 
abhängigen Größen anzunehmen ſey, mithin * 
Va+vß-+vy ſetzen. Können, wir für o, Bo, 
Werthe, die ſich aus a, b, o, zuſammenſetzen, und 
dabey den Foderungen der Gleichung Genuͤge lelſten, 
wuͤrklich entdecken, fo i die MORE: der en 


erreicht. 
Zuerſt alfo der wir zë Werch von x 


a+ß+y.+2 V g) Viez 4 ës 
Es fey, ber Kürze wegen 4 Bis G, ſo ergibt 


fich durch Transpofi gen, x?- 0 =2[V(aß) +Y(ay) 
＋ BEN]. Auſs Neue zum Quadrat erhoben 


wird NA + CA ( ＋ N ＋ By) 
Lë (2 v(aßy?)) Der 
letzte Theil auf der zweyten Selte der Gleichung wird, 
nach Abſonderung des ſeinen Gliedern gemeinſchaftlichen 
Factors, 8 Vie Bai (Ver vB ＋ V) d. h., da 
VV x gefeßt e 8. V a 


Nennen wir AS ee und (46 , 
wie denn in der That dieſe Groͤßen, wenn man ce, Z, J, 
als Elemente anſieht, als Combinatlonen der zweyten 
und dritten Claſſe aus ihnen angeſehn werden müffen, 
ſo erhaͤlt die lezte Gleichung den abgekuͤrzten Ausdruck 
N, De 

Soll fie alſo identiſch mit der anfaͤnglich gegebenen 
ſeyn, fo müffen die Coefficienten gleichhoher Glieder 


NG 


N a 13 2 3 P 3 IK 
alſo z a C; b 8 VC, ſolglich C= + ; 
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in beyden zuſammenſtimmen. Mithin wird a C, 


64 


2 a 2 2 a 
G (C240), daher E 
f g 1 


Dieſe Beſtimmungen geben ſreylich die drey fin⸗ 


girten Groͤßen, c, Z, Y, noch nicht geradezu, aber fie 


machen es möglich, ihre wuͤrkliche Berechnung zu voll 
fuhren. Denn wenn von drey unbekannten Größen 
erſtlich die Summe, a+5+y=C; zweytens dle 
Summe ihrer zu zwey combinirten Producte, 


an Hg und endlich das Product aus allen 


dreyen, 46 7 &, bekannt iR, fo kaun man daraus 
jede dleſer Größen entdecken. Man deute fie ſaͤmtlich 
durch das unbeſtimmte Zeichen 2 an. Alsdann wird 


N i j zx $ 2 3 
die cublſche Gleichung 2 C22 +Cz!-C=o, wenn 
man fie wuͤrklich auſloͤſt, in ihren drey Wurzeln dle be 


ſtimmten Werthe der geſuchten Größen o, , , darbleten. 


Daraus alſo entſpringt folgende Regel für dle 
Aufloͤſung der biquadratiſchen Gleichungen. Iſt eine 
ſolche in der Form x Sax bx urs gegeben, fo 
bitte man erſt aus ihren. Coefficienten die folgende 
cubſſche Huͤlfsgleichung RE 

SS 1 EI 

Gare 


Man töfe dleſe SES aha wuͤrklich auf, und | 


es werden, wenn ihre Wurzeln ce, 3, e, find, die 
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eigentlich geſuchten der anfänglich gegebenen biquadra⸗ 
tiſchen Gleichung in dem Ausdrucke E een Y 
enthalten ſeyn. 

Oſſenbar iſt auch dieſer Ausdruck reicher an einzel⸗ 
nen Werthen, als es die Aufgabe ſodert. Eine 
Gleichung des vierten Grades kann nur vier verſchle⸗ 
dene Werthe haben, und er bietet, da jeder von ſeinen 
drey Theilen zweydeutig iſt, wenn man alle Combina· 
tionen macht, deren 8 verfcjiedene dar. Indeſſen iſt 
es hier leichter, die der vorliegenden Abſicht entſprechen⸗ 
den auszuheben, als es bey den eubiſchen Gleichungen 
war. Es iſt eine von den Foderungen, die ſich 
in der vorhergehenden Rechnung darboten, daß 


3 b 
F S ſeyn muß. Man wird folge 


lich nur ſolche von den Werthen der Groͤßen 


v, V8, V nehmen dürfen, die jenes Product ` 
immer mit dem nemllchen Zeichen verſehen (poſitiv 


oder negatlv, jenachdem es b (8) ausfallen 
laſſen. Dadurch aber wird immer, wenn von zweyen 
ſeiner Factoren die Zeichen angenommen ſind, das des 
dritten von ſelbſt, auf eine einzige Weiſe, beſtimmt; 
die Zahl der moͤglichen Annahmen redueirt ſich eben 
deswegen auf die Haͤlfte, und es bleibt keine Unbe⸗ 
ſtimmtheit wegen der Wurzeln der gegebenen Sache, 
gen zuruͤck. 

Uebrigens aber haͤngt die Beſchaſſenheit der Wur⸗ 
zeln, welche die blquadratiſche Gleichung beſitzt, von 
denen der eubifchen Hülfsgleihung ab, und es find in 


5 338 | 
dieſer Ruͤckſicht mehrere, der näheren Betrachtung 
nicht unwuͤrdige Faͤlle moͤglich. 


1. Die Huͤlfsgleichung hat drey mögliche poficive 
Wurzeln. Alsdann werden auch die in dem Ausdrucke 


V8 TV enthaltenen Werthe ſaͤmtlich moͤg⸗ 


liche Groͤßen ſeyn. 

2. Die Huͤlfsgleichung hat drey moͤgliche, aber nicht 
durchaus poſitive Wurzeln. Iſt nur eine von ihnen 
negativ, fo wird erg ＋ V allemal unmoͤglich. 


Sind zwey negativ, fo werden nur für den Ball, daß 


dieſe beyden unter einander gleich ſind, von den vier 


Werthen des Ausdrucks e Lt Geo zwey möge 


lich und gleich unter einander, während die beyden 
andern unmoͤglich bleiben. Der Fall, daß alle drey 
Wurzeln der Huͤlfsgleichung negativ gären, kann nicht 
vorkommen. Denn a koͤnnte r. 
nicht, wie es ſeyn muß 5 d. H eine möglide 
Größe feyn. 

3. Die Huͤlfsgleichung enthaͤſt zwey ummögfiche Wur⸗ 


zeln, wobey ſich, der Natur der cubiſchen Gleichungen 


gemäß, von ſelbſt verſteht, daß die dritte eine mögliche 
Groͤße ſeyn muß. Man darf hier noch hinzuſetzen, 
eine poſitlve. Denn, wenn von den Größen ce, Z, 7, 
zwey unmoglich, die eine von der Form Ter, 
die andre alſo von der Form fg fern ſoll, fo 
muß die dritte möglich ſeyn, wenn das Product aus 
allen drey eine moͤgliche Groͤße werden ſoll, mithin 


das, was in dieſer dritten unter dem Wurzelzeichen 
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ſteht, eine poſitive Zahl. Es mögen alſo die drey 
Wurzeln der cubiſchen Huͤlfsgleichung, wenn c eine 
poſitive, f und g mögliche Größen bedeuten, ſeyn cr, 
fekt, f-gY-ı. Alsdann find die der biqua« 
bratifchen unter dem Ausdruck va-tv(f+gv-ı) 
+v(f-gv-ı) enthalten, Mon darf aber bey der 
Aus ziehung der Quadratwurzel in biefen drey Theilen 
nur ſolche Werthe 1 die ein Product von vorgefchries 


benem Zeichen = = gerborbringen, Dadurch alfo wird, 


wie im erſten Falle, die Menge der möglichen Combi⸗ 
nationen auf vier herabgebracht. Wir muͤſſen indeffen 
bier dieſe Combinatlonen wuͤrklich ausführen, um zu 
ſehn, ob die Reſultate, d. h. die Wurzeln der biqua⸗ 
dratiſchen Gleichung, moͤglich oder unmoͤglich werden. 


Es ſey alſo zuerſt b in ſich poſitiv, mithin S 


pofittv. Jene drey Theile follen folglich fo beſchaffen 
ſeyn, daß fie ein pofitives Produet hervorbringen. 
Hat man alſo von den beyden lezten zugleich die po⸗ 
fiiven, oder zugleich die negativen Werthe genommen, 
fo muß der erſte, Va, poſitiv ſeyn. Hat man aber 
von den beyden lezten verſchieden bezeichnete Werthe 
geſetzt, fo muß der erſte negativ genommen werden. Es 
ſind alſo die vier Wurzeln der biquadratiſchen Gleichung 

+yvarr(ftgv-)+tV(-sv-n 

＋ Va v(i+ Eve) v(f-gv-ı) 

—Yatrvl-Fev-)—v(f-gr-ı 

—ya—ylt+eYrı)+ BR 1) 

2 
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Wäre aber b eine negative Größe, fo müßten jene 

drey Werthe fo eingerichtet werden, daß ihr Product 

eine negative Zahl würde, und alsdann wären die 

Wurzeln der Gleichung 

ee Natv(f+gV-ı)+VÜ- Se 1) 
ei be A d TEE TECH 
+vYva+viitgV-N—vV(-gV-1) 
+vVa—Y(+g8Y-ı)+V(f-gY-ı) 

In beyden Fällen find zwey von biefen vier Werthen 

möglich, die beyden andern aber unmöglich). 


I. Da wir durch Hülfe der vorhergehenden Re⸗ 
geln im Stande find, für jede Wurzelgroͤße alle die 
einzelnen verſchledenen Bedeutungen anzugeben, deren 
ſie nach Maaßgabe des Grades der in ihr gefoderten 
Wurzelausziehungen faͤhig iſt, ſo befinden wir uns 
gleichfalls im Stante, über Rechnungen, die an ſolchen 
Wurzelgroͤßen vollzogen werden ſollen, beſtimmte Prin⸗ 
eiplen aufzuſtellen. 


Schon in den Elementen der Arithmetik erſcheinen 
einfache Wurzelgrößen, d. h. ſolche, in denen eine, 
beliebig angenommene, pofitive Zahl unter das Zeichen 
elner Wurzelausziehung geſtellt wird. Potenzen mit 
gebrochenen Exponenten kommen, wenn man ihre eigent- 
liche Bedeutung angeben will, auf ſolche Wurzelgroͤßen 
zuruck; und um die Grundregeln der Potenzenrechnung 
abzuleiten, kann die Arithmetik nicht umhin, jene 
Radicalgroͤßen in Betrachtung zu ziehn. Aber fie per, 
meldet alle Schwierigkeiten derſelben, indem ſie von 
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der Vieldeutigkelt eines ſolchen Ausdrucks gaͤnzlich ab⸗ 
ſtrohirt. Wenn aus einer poſitiven Zahl die Wurzel 
eines beliebigen Grades gezogen werden ſoll, fo iſt 
einer unter den Werthen derſelben, aber auch nur ein 
einziger, ſelbſt wieder eine pofitive Zahl. Beſchraͤnkt 
man die Bedeutung der Radicalgroͤße auf dieſen einen 
Werth, ſo kann ſie als eine einzige, vollkommen be⸗ 
ſtimmte, Zahl angeſehn werden, und alsdann laſſen 


ſich die Regeln der Rechnung mit ihr ohne Schwie⸗ 


rigkeit ableiten. In der That find die Bewelſe aller 
Sͤͤtze in der Elementar- Arlthmetik, welche Potenzen 
mit gebrochenen Exponenten betreffen, auf die ſtill⸗ 
ſchweigende Vorausſetzung dieſer Beſchraͤnkung gegruͤndet. 


Verſetzen wie uns aber in den allgemelnen analy⸗ 
eifhen Standpunct, fo erſcheint jede Wurzelgroͤße vlel⸗ 
deutig; das Rechnen mit ſolchen Groͤßen wird ein Ver⸗ 
knuͤpfen vieldeutiger Dinge, welches ſich alſo in ein 
Combiniren ihrer einzelnen Werthe auf alle mögliche 
Arten aufloͤſen, und dem gemaͤß eine Mannlgſaltigkelt 
einzelner zuſammengehoͤriger Reſultate hervorbringen 
muß. Und in fo fern entſteht denn vor allen Dingen 
die Frage: gelten die gewoͤhnltchen arithmetiſchen Re⸗ 
geln fuͤr die Rechnung mit Radicalgroͤßen oder Po⸗ 
tenzen gebrochener Exponenten auch dann noch, wenn 
dieſe Groͤßen im ganzen Umfang der Bedeutungen 
genommen werden, deren ſie ſaͤhig ſind? Es kann 
auf dieſe Frage unbedingt weder eine bejahende, noch 
el ne verneinende Antwort gegeben werden. - Die ges 
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nauere Betrachtung von den einzelnen Regeln der Pos ` 
tenzenrechnung muß das Naͤhere daruͤber ergeben. 


1. Die Arithmetik lehrt, daß Potenziirung und Wur⸗ 
zelaus ziehung an einer gegebenen Zahl in willkuͤhrlicher 


Ordnung vollzogen werden duͤrfen * (art * a) n. 
Gilt dieſer Satz in völliger Allgemeinheit? Man ſetze 
an an. [cos (2 hy) + fin (2h v). VI] ſo wird 


A . [eas Ka + fin Cie di 


Dieſe Form wird n verſchiedene Werthe erhalten. 
Man ſetze ebenſo a Sa. [cos (2 hv) ＋ sin (Z hh) VCI] 


ſo wird KE ( = 


ZP 


Ae dE (= che lt fin € hr ch 


Diefe lezte Form wird nur dann n verſchiedene Werthe 
bekommen, wenn der Bruch — keiner Verkleinerung 
33 ` 


fähig iſt. Im gegentheiligen Falle werden ihr nur 
fo viele Werthe bleiben, als der Factor von n, welcher 
ſich nicht gegen m heben laͤßt, Einhelten enthalt. 


Der Satz alſo, daß v (av) = (Va)m hat nur dann 
unbedingte Gültigkeit, wenn die Zahlen n und m 
Primzahlen unter einander ſind. 


2. Um aus elner Wurzelgroͤße ſelbſt wieder eine 
neue Wurzel auszuziehn, multiplicirt man ihren Wur⸗ 
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gelgrad mit der neuen v Var: a. Man druͤcke 
a durch a [cos(2hm) ſin (2h). V= i) aus, ſo iſt 


Vaza, Jet? =) + dea Ven aich 
SOA 5 > E CG Ke | 
Hingegen wird Van Be a.) W fl (0 


V- d Dieſer Satz iſt alſo offenbar richtig in Cou 


ger Allgemeinheit, und alle die verſchiedenen Werthe 
des erſten Ausdrucks ſtellen ſich unveraͤndert im zwey⸗ 
ten wieder dar. Auch der es von dem vor⸗ 
hergehenden Satze, ah U (ar) wird als unbe⸗ 5 
dingt gültig angenommen werden duͤrfen. 

3. Die bekannte Regel, Kan ep einer Potenz a 
gebrochenem Exponenten Zähler und Nenner durch die 
nemliche Zahl multiplicirt oder dloidirt werden duͤrfen, 
ohne dem Werthe des Ausdrucks zu ſchaden, darf alfo 
nicht allgemein angenommen werden. Es ſey eine 
ſolche, in der Zähler und Nenner des Exponenten noch 


keinen Factor gemeinſchaſtlich haben am. Sie mich 
alfo n verſchiedene Werthe in ſich ſchließen. Multi- 
plleirt man jezt Zähler und Nenner des Exponenten 


durch dleſelbe Zahl, ſo erhaͤlt man ang. Zieler Aus⸗ 
druck koͤnnte auf zwey Arten ausgelegt werden. Ente 


np , 
weder als (Va) mr. Alsdann aber wuͤrde er nur n 
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verſchledene Bedeutungen erhalten. Oder ols d (aur). 
Alsdann aber wuͤrde er np verſchiedene Werthe on. 
nehmen. Es gilt DI die genannte Regel nur dann 
ollgemein, wenn bey den Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten die Wurzelausziehung früher als dle 
Potenziirung, übrigens der Vorſchriſt des Exponenten 
gemaͤß, vollzogen wird. 


4. Die vier Hauptregeln der e 
mobificiren ſich auf eine aͤhnliche Weiſe. Die Mul⸗ 
kiplication zweyer Potenzen geſchleht durch Addition 


m p m E mꝗq np 
ihrer Exponenten a T. a f. an ＋ 4 a n 


Ke ın 
Nun iſt der allgemeine Ausdruck von ar a- 


reer ss 


der allgemeine Ausdruck von a 7 — CT oo 


er FM Gs Zeit Miehin ihr 

d 9 . 

Product a = * E GER”) + fin 
ng 


(* En Ss E be ET | Offenbar enthält dieſer 
N Steg n S verſchledene Werthe. Eben dieſelben 


aber giebt a — wenn man nur, falls Zähler 
und Nenner des Exponenten einen gemeinſchaftlichen 
Factor enthalten ſollten, denſelben nicht heben, und 
die in diefem Ausdruck geſoderte Wurzelaus ziehung 
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fpärer, als die in eben demſelben verlangte Poten⸗ 
zülrung vollziehn will. Die Regel für die Divifion 
gilt unter der nemlichen Bedingung. Die fuͤr die 

mp 


Erhebung zu einer neuen Potenz, GZ 2 2 1 
iſt richtig wenn man die Potenziirung ſpaͤter als die 
i * n n m p 
Wurzelaus ziehung vollzieht, oder a * (VA 
ſetzt. Die Regel endlich für die Wurzelaus ziehung 
vi (a =) GC 3 57 gilt alsdann, wenn man bey ber, 
Realliſirung dieſes Ausdrucks die Wurzelaus ziehung, 
welche der Exponent verlangt, die lezte Operation ſeyn 
laͤßt, mithin 25 = * (a a) annimt, in voͤlliger All⸗ 
gemeinheit. N 
Auf jeden Soll alſo find, wenn man Kabicalgrößen 


im vollen Umfang ihrer möglichen Bedeutung nehmen 


will, Vorſichten in den Anwendungen der gewoͤhnlichen 
Rechnungsregeln zu beobachten. Wollte man gar 
von einer folchen Wurzelgroͤße nur einen einzelnen 
Werth, und zwar nicht gerade den poſitiven, welchen 
fie enthält, hervorheben, um ihn mit andern, auf 


aͤhnliche Weiſe entſtandenen, zu verflechten, ſo reichte 


unſer bisheriger Mechanſsmus nicht zu, das Reſultat 
einer ſolchen Rechnung auf eine beſtimmte Gelle 
hervorzubringen. Die Urſache dieſes Mangels liegt 
bloß an der Verſaͤumniß einer ſchicklichen Bezeichnung. 
Es wuͤrde nicht ſchwer ſeyn, eine ſolche anzugeben, 
und durch ihre Huͤlfe wuͤrde ſich der Algorithmus der 


Radicalgroͤßen, ſowohl in unbeſtimmter Allgemeinheit, 
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als in Bezlehung auf einzelne, individuelle in ihnen 
enthaltene Werthe auf ſichere und bequeme Vorſchrif⸗ 
ten zuruͤckbringen laſſen. Es iſt beſonders die Höhere 
Algebra, die dieſe Unvollkommenheit der Arithmetik 
empfindet, und bey deren gruͤndlicher Entwickelung 
derſelben abg⸗holſen werden müßte, 


Vier zehntes Kapitel. 


Umbildung entwickelter Formen durch 
Subſtitution. 


Es iſt oft der Fall, wenn der Werth elner Groͤße 
durch einen entwickelten ar ithmetiſchen Ausdruck ver⸗ 
moͤge einer andern dargeſtellt werden ſoll, daß ſich 
dioſer Foderung nicht unmittelbar Genuͤge leiſten 
laßt. Die erſte Größe wird durch eine gewiſſe dritte, 
y durch 2 gegeben. Man kann ſie folglich vermöge 
der vorhergehenden Lehren, in eine nach Potenzen von 
dieſer dritten, 2, ſortſchreitende Form entwickeln. 
Die dritte ſelbſt wird durch die zweyte, 2 durch x, 
ausgedruckt. Man kann alſo auch für fie, 2, eine 
nach Potenzen von x ſortſchreitende Reihe bekommen. 
Es iſt alsdann alſo noch nothwendig die erſte Reihe 
für y, welche Potenzen von z enthaͤlt, zu nehmen, 
in jedem ihrer Glleder den Werth von 2, welchen die 
zweyte Reihe darſtellt, zu ſubſtituiren, und alle 
Reſultate in eine Summe zuſammenzuziehn. Dadurch 
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findet ſich, wie verlange wurde, y unmittelbar nach 
Potenzen von x entwickelt. 

Die Arbeit wird muͤhſam ſeyn, aber g auf 
die Anwendung des polpynomiſchen lehrſatzes zurüce 
kommen. Sie iſt nur dann einer Zuſammenziehung 
faͤhig, wenn die gegebenen Reihen ſo beſchaffen ſind, 
daß aus der Subſtitution der einen in die andre eine 
dritte mit regelmäßig ſortſchreltenden Exponenten erwaͤchſt. 
Wir haben vor allen Dingen zu unterſuchen, wann und 
unter welchen Bedingungen dieſer Fall eintreten wird. 


Es ſey alſo, in völliger Unbeſtimmtheit aller Zeichen 


A2 ＋ As A re 
und ebenſo 


z=Bxa+ Bxatd,, + Bare. 

Verlangt man „ durch x entwickelt dargeſtellt, fo muß 
man die Reihe für y nehmen, in jedem ihrer Glieder 
ſtatt 2 feinen Werth, wie ihn die zweyte Reihe Eat, 
bietet, ſubſtituiren, das Reſultat jeder Subſtltution 
durch den polynomiſchen Lehrſatz entwickeln, und alle 
dadurch allmaͤlig entſtandene Formen am Ende in 
eine Summe zuſammenziehn. 

Nun iſt bekannt (pag 205), daß jede Potenz 
einer Form, wle 2 = BX A＋ BAA d.., in Abſicht 
auf die Exponenten in den ſucceſſiven Gliedern ihres 
berechneten Werths derſelben Progreſſion, wie die 
Grundform 2 ſelbſt, folgen muß. 

Aber die Exponenten der Anſangsglieder werden 
in verſchiedenen Potenzen von 2 verſchleden ſeyn. 
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Mithin wird man keinesweges im Allgemeinen ber 
baupten duͤrſen, daß verſchiedene Potenzen von 2 
Reihen geben müffen, bey denen, für jedes Glied der 
einen, ein mit gleichem Exponenten verſehenes Glied 
der andern gefunden werden kann, welches ſich dem 
gemäß durch wuͤrkliche Additien mit ihm vereinigen 
laͤßt. Man ſubſtituire im Anfangsgliede der Reihe 
für y, Got 2 feinen Werth, d. h. ſetze in Az & für 2 
die gegebene Reihe. Es entſteht eine neue, die im 
Anfangsgliede xa; allgemein, im bin nach ihm 
xa h d enthalten wird. Man nehme ferner unbe⸗ 


ſtimmt das rte Glied der Reihe für y, = Ä 2 ＋ r, 
und unterziehe es der nemlichen Subſtitution. Es 
entſteht aus ihr eine neue Reihe, die mit xxa ars 
anheben, und durch Exponenten, die allmaͤlig immer 
um d größer werden, fortlauſen wird. Sollen die 
Glieder der lezten Reihe mit denen der erſten in 
wuͤrkliche Vereinigung treten, ſo muß es unter den 
Gliedern der erſten irgend eines, unbeſtimmt das 
hte, geben, welches mit dem Anfangsgliede der lezten 
gleichen Exponenten beſitzt. Denn da übrigens die 
Progreſſion der Exponenten in beyden Reihen die⸗ 
ſelbe iſt, ſo werden alsdann die nachfolgenden Glieder 
in ihnen durchaus gleiche, im gegentheiligen Falle 
aber durchaus verfchiedene Exponenten beſitzen, mithin 
alsdann an gar keine eigentliche Vereinigung der 
beyden Reihen zu denken ſeyn. Es muß alſo, falls 
man eine ſolche verlangt, moͤglich ſeyn ae + hd 
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Daa ＋ ar zu ſetzen, fo daß h irgend eine ganze 
d 
pofitive Zahl ſeyn kann; d. h. es muß Ee irgend eine 
poſitloe Zahl, oder noch kuͤrzer, ba r eine unbeſtimmte 
ganze Zahl bedeutet, es muß = irgend eine ganze 
poſitlve Zahl mithin, wenn wir unter m eine ſolche 
| ` | 
verſtehn, es muß 8 = m, ober d — ſeyn. 
Es wird alſo nur der Fall, bey der Entwicklung 
durch Subſtitution, einer Zuſammenziehung des Reſultats, 
und einer Darflellung deſſelben durch eine Reihe, 
worin die Exponenten eine arithmetiſche Progreſſion 
beobachten, ſaͤhig ſeyn, bey welchem die beyden gege, 
benen Reihen, falls d, a, d, willkuͤhrliche Größen, 


m aber eine ganze poſitive Zahl bedeutet, die e 
Form haben. 


A2 . A E ＋ 12 éi 
x = 

z=Bx?®+ BX Ene „ Bx Erne +. 

Alsdann wird aus der Subſtitutlon eine neue 
Reihe für y eneftehn, die im Anfangsgliede az ent⸗ 
baͤlt, und in welcher die Exponenten regelmäßig ` 
1 29 3 g 
um — zunehmen ` 
In dieſer Allgemeinheit der Formen aber wuͤrde 
die wuͤrkliche Berechnung der Coefficienten wenig 


Brauchbarkeit und Intereſſe gewähren. Wir wollen 
alſo zu etwas partlculäreren Fallen fortſchreiten. 
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Soll, bey der Subſtitution des Werths von x, in bie 


Reihe (ër y, ein regelmäßiges Zuſammenfließen der Reis 
hen, dle aus den fucceffiven Gliedern von y entſtehn, erſol · 


gen, fo daß das Anfangsglied der zweyten ſich ſogleich mit 
dem erſten Gliede nach dem anfänglichen in der erſten, 


allgemein, das Anfangsglied der rten Reihe mit dem 


rten Gliede der erſten durch wuͤrkliche Addition verelnigen 
laßt, fo muß rd Sar, mithin d Sad ſeyn, mithin 
die beyden gegebenen Reihen Se Jorm befigen 
yzAze+ Az T A2 re 


2 2 Bx + Bxatad Zä Bxatard 
Wir wollen bey dieſem Falle verweilen, um bie 


Coefficlentenbeſtimmung für das Reſultat, ganz im 
Allgemeinen, auf ihre Regel zuruͤckzubringen. 


Hier wird aber, um Wekltlaͤuftigkeit zu vermeiden, 
eine Abkuͤrzung der Bezeichnung nothwendig. Wenn 


eine Reihe, wie jezt die fuͤr 2, zu ſucceſſiv verſchiedenen 


Potenzen erhoben werden fol, fo iſt es die kuͤrzeſte 
Art, nicht allein ihre Coefflicienten, ſondern auch die 
aller ihrer Potenzen durch das nemliche Zeichen, 
etwa Z, anzudeuten. Ein übergefchriebener Inder 
kann die Zahl des Coefficlenten; ein auf der linken 
Seite aufwaͤrts beygeſetzter Exponent den Grad der 


Potenz welcher der Coeffielent gehören fol, beſtimmen. 


Die ganze Bezeichnung iſt der für Binomialcoefficlen⸗ 
ten vollkommnen N So wuͤrde alſo 
21 ZX Z 1 T2“. S ch 1Z x Tris 
und allgemein 
bee Lv zxen fas. Helin fd. 
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Mit dieſer Bezeichnung ausgeruͤſtet, werden wir leicht 
das Reſultat der ganzen Subſtitution in Wë 
Allgemeinheit darſtellen koͤnnen. 

Die reſultirende Reihe beginnt, wie wir wiffen, 
mit x aa, und hat in ihrem en Gliede X 2 + rad. 
Fragen wir alſo nach dem Coeffielenten, welchen dieſes 
rte Glied bekommen wird. 

Man ſetzt allmaͤlig bey der Subſtitution in jedes 
Glied des Werths von „, für die Potenz von 2, 
welche es enthaͤlt, die gebuͤhrende Reihe. Solange 
die Zahl eines ſolchen Gliedes kleiner iſt als r, hebt 
die aus ihm entſpringende Reihe mit einem Gliede an, 
welches einen niedrigeren Exponenten als ax rad 
enthalt, muß alſo zu folgenden Gliedern fortgeſetzt 
werden, bis ſich in ihr ein Glled mit dieſem Exponen⸗ 
ten zeigt, gibt alſo gewiß einen Theil her, welcher 
in xa Frag multipllcirt iſt. Sobald aber die Zahl 
des Gliedes in dem Werthe von y größer iſt als r, 
hebt die aus ihm durch Subſtitution entſpringende 
Relhe mit einer höheren Potenz von x als die vor: 
liegende an; es kann alſo aus dieſen Gliedern nichts 
gezogen werden, was in die jezt geſuchte Summe 
gehörte. So wird alſo der Coeſſielent zu cns + rad 
in Reſultate der Subſtitution eine zuſammengeſetzte 
Größe, deren kter Theil entſteht, wenn man das 


K 
kte Glied der Reihe für y, d. h. A2 Ks, nimt; 
in ihm für 2 feinen Werth, d. h. die Potenz des 


Grades a Tk von der Reihe zuBx'+Bxatas,, 
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ſetzt, und dasjenige Giled dieſer Entwicklung, in 
welchem xa Prad enthalten iſt, heroushebt. 

Nun faͤngt dieſe, zulezt gefoderte Potenz der 
Reihe 2 mit x 2 Kd an; es iſt alſo das Glied 
von ihr, Pellen Zahl er- k iſt, welches man aus ihr 
zu nehmen haben wird, weil die in ihm vorkommende 
Potenz Xu CKAU TE (UT -K) a = gar-tkad ſeyn 
wird. Sein Eoefficiene iſt, nach unſrer abgekuͤrzten 


rk 
Bezeichnung PKO RKV Z; er alſo, mit dem Factor 
multiplizirt, welchen dieſe Potenz von 2, woraus 
er n wurde, in der Reihe für y führte, 


d. h. mit A, gibt den kten Theil des Coefficienten 
zu * Tres welcher len alſo vollſtaͤndig 


durch ACEN. St kä 2) ausgedrückt werden kann. 

Es wuͤrde leicht ſeyn, dieſen allgemeinen Ausdruck 
in einen combin atoriſchen umzuſeßen, da in ihm nur 
einzelne Coefficienten aus beſtimmten Potenzen der 
Reihe, wodurch der Werth der Groͤße 2 gegeben iſt, 
verlangt werden. Da indeſſen in dieſer Allgemein⸗ 
heit keine Zuſammenziehung des ganzen Ausdrucks 
moͤglich iſt, fo hat eine ſolche fernere Zurüdführung 
wenig Intereſſe. Soviel aber mag im Allgemeinen 
abſtrahirt werden, daß jeder Coefficient der Reihe, 
welche entſpringt, wenn man in 

ya b are 

für die Größe 2 den Werth 


2 fan 4 Raa. LZ XA 
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ſubſtituirt, zu feiner Bildung gerade ſo viele von den 
Coefficienten der beyden gegebenen Reihen gebraucht 
als fein eigener Inder Einheiten enthalt. Der 
rte E SR Se ift, wle eben gefunden | 


worden ge Offenbar alſo, wenn 
wenn in ihm, wie er verlangt, für K alle Werthe oon 
o d r geſetzt werden, gibt er erſtlich in ſeine i 
eingelnen Thellen alle Eoefficienten ber erften 


Reihe von A bis A. Er- pen ‚aber außerdem, in 


dem zweyten Factor „ K.. 2, von gewiſſen Potenzen 
der Reihe für 2, einzelne Coeſſieſenten, und zwar 
von einer unter ihnen den vi von den andern bins 
gegen Coefflcienten geringerer Zahl. Nun aber ift 
es aus dem Vothergehenden bekannt, (pag 213) daß, 
welches auch der Exponent der Potenz ſeyn moͤge, 
worauf eine beliebige Reihe erhoben werden ſoll, jeder 
Coefficient der Potenz nur fo viele von den erſten der 
Grundreihe zu feiner Zuſammenſetzung fodert, als 
ſeine eigne Zahl 1 20045 enthält. Es mag alfo 


der Ausdruck KZ, durch Speclolſſrung von k 


eine Bedeutung annehmen, welche man will, ſo wird 
doch allemal Etwas in ihm gefodert, das als Coeffl, 
dent einer Potenz von der Relhe für 2 beffen Zahl 
nicht uͤber r hinausgehn kann, auch nur aus den 
erſten 1 Coeſſleienten eben dleſer Reibe für 2 zu · 
ſammengeſetzt ſeyn wird. Es iſt alſo offenbar, daß 
in dem ganzen Ausdrucke des de Eoefficienten der 


8 
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Reihe, welche aus der Subſtikution eneſpringt, nur 
keng von benen der beyden gegebenen Reihen vor 


man, noch etwas genauer In die Bildung dieſes 
Coeſflelenten eingehend, fragen, auf welche Weiſe in 
ihm die rien Coefficienten der beyden gegebenen Reihen, 
vorzugsmeife betrachtet, vorkommen, ſo kann leicht 
die Antwort gefunden werden: beyde nur auf die 
erſte Potenz erhoben. Von der Reihe für y ergibt 
ſi 40 dies en den EE Anblick aus der Formel 


. 1 (A. Te 2) „ denn jeder ihrer Coeffielenten 
wird nur einzeln, mit einem Factor, der aus der 
zweyten Reihe fuͤr 2 genommen iſt, muldiplicirt, 
geſezt. Vollendo, wenn k Sr, wie hier 0 


werden muß, wird der Factor neben A einfach 
genug at rd = Za ET. Es erſcheint alſo der 
ke Coefficient der erſten Reihe nur mit einer beſtimm. 
ten Potenz vom Anfangscoefficienten der zweyten 
multiplicirt. Von der Reihe für 2 iſt das Nemliche 
nicht Geer zu bewelſen. Die Formel enehält, man 
ſetze für k, was man will, nur einen Theil, in 
welchem der rie Coefficlent der Reihe für 2 vorkom⸗ 
men kann. Es if der allererſte, fuͤr k=o, wo 


fe ſch in A. , * Wenn man aber eine 


Reihe ne = Asch Lë re + Zxatrad, 
auf eine beliebige Potenz, hier des Grades o. erhebt, 
und deren ptes Glied verlaugt, ſo gibt es in der 
Reihe der Producte, woraus ſich deſſen Coeffleient 
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zuſammenſetzt, nur eines, in welchem 2 tre 
und zwar iR boffelbe c Z 41 2. Es if aſo 


. A. Z a- 1. 2 der einzige Theil im rten Coefficienten 
der aus dem Subſtitulren entſprungenen Reihe, in 
welchem der rie Coefficient der zweyten von den für 
die Subſtituton gegebenen Reihen vorkommt. Wir 
werden von dieſer Bemerkung im folgenden Copitel 
für eine ſehr wichtige Unterſuchung Gebrauch machen. 

Wenn es darauf ankommt, die aus der Subſti⸗ 
tutlon entſpringende Reihe independent entwickelt zu 
erhalten, ſo iſt unfehlbar der vorhin betretene Weg 
der kuͤrzeſte und bequemſte. Sollte man aber ihre 
einzelnen Glieder allmällg berechnen, und alſo die 
Eoefiieienten derſelben kecurrirend ableiten, ſo ließe 
DÉI ein einfacheres Verfahren an die Hand geben, 
wobey jedesmal nichts welter als der binomiſche lehr > 
faß gebraucht werben müßte. Um in der Reihe 


y=Aze+ Aa Ce. + EE 
für die Größe 2 die Reihe 


2 BX T BXATd TR Bre rd, 
zu ſubſtituiren, nehme man den Inbegriff aller folgen: 
den Glieder in der zweyten Reihe zuerſt als eine 
einzige neue Hauptgröße an, ſetze alſo 2 BX I u. 
Dieſe Subſlitution, ſogleich durch den binomiſchen 
Lehrſatz ausführbar, wird eine neue Form hervorbrin⸗ 
gen, die nach Potenzen von u fortſchreitend geordnet 
werden mag. In ihr ſetze man wieder fuͤr u eine 


3 2 
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zweytheillge Groͤße, deren erſter Theil das wuͤrkliche 


erſte Glied der Reihe, dle durch u bezeichnet iſt, 
ſeyn mag, der zweyte bingegen den Inbegriff aller 
ſolgenden andeute u = BX aH v. Auf Bielsa 
Wege fahre man fort, die Glieder der Reihe für 2, 
eines nach dem andern, hervorzuzlehn, und in die 
Entwicklung eintreten zu laſſen. Die volftändige Ab⸗ 
leltung dieſes Verfahrens würde aber noch viel weite 
lauftiger als die des erſten, ausfallen muͤſſen, und 
eine wahre, arithmetiſche, Recurſion zwiſchen den 
Coefficienten des Reſultats würde dennoch nicht gefune 


den werden, ſondern ſtate ihrer eine bloß combinatori⸗ 


ſche zwiſchen den einzelnen Formen, wodurch ſich jene 
Cofficienten andeuten, ſolange man unbeſtimmte 
Zeichen gebraucht. Es mag alſo genug ſeyn, nur den 
Fundamentalſatz des ganzen Verfahrens, welches im 
Grunde der binomiſche Lehrſatz iſt, zu der gegenwaͤrtl⸗ 
Abſicht auf die bequemſte Geſtalt zurückzubringen. 


Man ſoll in einer Reihe, die nach Potenzen 
einer gewiſſen Hauptgroͤße fortgeht, Gart dieſer Haupt⸗ 
größe, eine andre, zweytheilige ſubſtitulren, und das 
Reſultat, nach den Potenzen des zweyten Theils in 
der lezteren angeordnet, darſtellen; in der Reihe 


7 AZ * ea Ar ſtatt 2 die 
Größe BX u. Es iſt in dieſem Falle am bequemften, 
wenn man für den Anfang den erſten Theil des 
zweytheiligen Werths, welcher ſtatt der Hauptgroͤße 
geſetzt werden ſoll, durch das Zeichen dieſer Groͤße 


U 
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felbft andeutet, mithin ſtatt für 2 zu ſetzen Ax! gu, 
anfangs dafür 2 Peu ſubſtituirt. Es verſteht ſich, 
daß alsdann nachher an die Stelle der teren 2 
ſein eigentlicher Werth, Aan, geſetzt werden muß. 


o Man nehme D bie gegebene Form yo 425 


AZ 2 ＋ Ar. „und ſetze in ihr an 
den Plog von 2, die Größe 2 Eu. Jedes ihrer 
Glieder entwickelt ſich in eine nach Potenzen von u⸗ 
ſortſchreitende Reihe, und alle dieſe Reihen, gleichhohe 
Glieder von ihnen in eine Summe zuſammengezogen, 
ſtellen das Geſuchte dar. Nun aber iſt es aus dem 
binomiſchen Lehrſotze bekannt, daß die fucceffiven: ` 
Glieder der entwickelten Potenz eines Binomiums, 
wie (2 A u) w, in einer beſtimmten Beziehung ſtehn, 
ſo daß es leicht iſt, wenn man will, jedes folgende als 
abgeleitet aus dem vorhergehenden zu betrachten. Das 
rte Glied jener e, wird m (m frt 1) vi rurg 


A BR e 


das näͤchſte ſolgende KE, m. ehr (mer *). d GC 


D H „ 1 Ir D 

z ( urs ſeyn. Sieht man die Po tenzen 
von u als Hauptgroͤßen, das Uebrige als deren Coeffi · 
cienten an, ſo ergibt ſich die Regel: man multiplicire 
den Coefficienten des rien Gliedes mit dem Grade der 
Potenz von 2, welche er enthalt, (mer), verringere 
dieſe Potenz ſelbſt im Grade um eine Einheit, 
2 (* 1), und dividire durch die Zahl des verlangten 
| Gledes, r ＋1, fo wird man den dieſes r I iten Olle⸗ | 
des erhalten. Sollten mehrere Potenzen von 2 Tu, 


Dam ve, e ACEN EE EE 
* 
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ols Theile eines zuſammengeſetzten Ausdrucks vor⸗ 
pbhanden ſeyn, ſo gibt die Anwendung der eben aus: 


geſprochenen Regel auf jede von ihnen nach der Reihe, 
die gleichhohen Glieder, welche, in die nemliche Potenz 
von u multiplicirt, in der That in eine Summe 


. zuſammengezogen werden muͤſſen. Man ſetze alſo die 


gegebene Reihe ſelbſt, in welcher, ſtatt 2, ſubſtitulrt 
werden ſoll, 2 Fu; De iſt das Anſangsglied des 
Reſultats; man leite aus ihr eine neue Form ab, 
jedes Glied mit feinem Exponenten multiplicirend, 
und dann dieſen, ſofern er Exponent bleibt, um eine 


* Einheit verringernd; man verfahre mit dieſer Form 
wieder eben ſo, um aus ihr eine folgende zu erzeugen, 


und bilde uͤberhaupt ſolcher, durch den nemlichen 


Mechanismus ſucteſſiſo aus einonder abgeleiteter 


Formen ſoviele, als man Glieder für das Reſultat 
der Subſtitution verlangt. Man füge ihnen nach 
der Ordnung die fucceffiven Potenzen von u, durch 
ihre eignen Permutationszahlen dividirt, als Factoren 
bey, und man erhaͤlt das Reſultat der Subfliturion 


in entwickelter Geſtalt. So erhaͤlt nun im Zeichen, 


die Rechnung folgendes Schema 
Ara ＋ A244 A224. Dee. 
TIL Az -I -C- L) Art d Hard) A2 Hal 
Lia (a-1)Aze-2. „(ro). (at 2-1) berker. 


wem. Mir EECH dieſes Verfahren ducch eine 1 
thuͤmliche Bezeichnung ſeſthalten. Eine Form die nach 
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Potenzen von 2 fortſchreltet, mag durch F (z) angedeutet 
werden. Die aus ihr abgeleltete, welche dadurch 
entſtehe, daß man jedes Glied in ihr mit feinem 
Exponenten multipllcirk, und den Grad der Potenz 
um eine Einheit verringert, durch F (2); die daraus 
auf die nemliche Weiſe abgeleitete durch F (2) u. ſ. w. 
Alsdann wird ſich die eben ausgeſprochene Regel 
folgendermaßen in Zeichen ausdrucken loſſen. 
r HERE), PR KS u? + Fizlu F(z)u? au 
Re e 8.3 3 * x 
— gehoͤrt dieſe e in einen be⸗ 
une Theil der Analhſis, welcher die Benennung 
der Differenzenrechnung führe, und wo ſie, unter 
veränderten Benennungen und Bezeichnungen, in 
ihrem ganzen Umfange ausgeführt wird. Sofern 
die Form in welche für die Hauptgröͤße eine neue 
Form, beſiehe dieſe auch nur in einer zweytheiligen 
Groͤße, ſubſtituirt wird, ſelbſt ſchon entwickelt iſt, 
hat freylich die Betrachtung keinen großen Umfang, 
ſondern kommt im Weſentlichen auf den vorhin 
dargeſtellten Go zuruͤcßk. Aber wenn man verlangt, 
daß in einem Ausdrucke, der noch unentwickelt iſt, 
fuͤr die Hauptgroͤße eine andre zwenthellige geſetzt, 


und nun das Reſultat in eine Reihe, die nach Poten-. 


zen des moren Theils jener ſubſtituirten zweyten 
Größe, fortgehe, entwickelt dargeſtellt werden ſoll, 
ſo bietet ſich ein großes Feld neuer Betrachtungen dar. 
Denn nun entſteht die Frage, ob nicht der anfänglich 
gegebene Aus bruck ſelbſt unentwickelt bleiben kann, 
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ſo baß demungeachtet die Subflitution. in ihm volle 
zogen werde, und die geſuchte, nach Potenzen det 
durch die Subſtitatlon herbeygeſuͤhrten neuen Haupt⸗ 
größe: fortſchreitende Reihe hervorgehe, ſey es auch, 
daß die Cofficienten derſelben als unentwickelte Aus 
druͤcke erſcheinen. Es iſt hier nicht unſre Abſicht, 
dieſe Unterſuchungen, welche einem folgenden Abſchnitte 
der Analyſis vorbehalten bleiben, ſerner auszuführen. 
Indeſſen mag, theils als einzelnes Beyſpiel, theils 
als ein Sotz, welcher zur Abkuͤrzung einer gleich 
nachher zu führenden Unterſuchung behuͤlflich ſeyn 
kann, nur ein Theorem aus jener dehte, und zwar 
das fundamentale, hier noch eine Stelle finden. 
Es ſey eine Form, die zu einer eee 
Potenz erſt beben. werden fell, gegeben. 
FG) ZZ T Z, Z re. 
mithin das zu 8 angedeutet, 


G = Sans? Z zus T0, * 5 Zz ns ETJ . 
Es wird verlangt, die Entwicklung der Eug 
tution von 2 T u für 2 in der Größe [F (2) J zu 
machen, ohne ſie ſelbſt in entwickelter Geſtalt vorher 
ſchon berechnet zu baben. e 
Man kann offenbar ſchon in der gegebenen Form 
ſelbſt, F (z) die Subflitution vollbringen. Dadurch 
wird aus ihr, vermoͤge des vorhin dargeſtellten 
Mechanismus, eine Reihe welche nach Potenzen 
von u ſortſchreltet, 
F (z) FI (z). u + FES). us + EEN et 
1 3 n 
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Man hot alſo nur noch dieſe Reihe zu der verlangten 
nten Potenz zu erheben, welches vermoͤge des bekannten 
polynomiſchen Lehrſatzes geſchehn kann, und das 
Reſultat der Entwicklung witd in geſetzmaͤßiger al 
vorhanden ſeyn. 

Man haͤtte aber auch die gefoderte Potenz von 
F (2) erſt berechnen, und dann, in jedem Gliede der 
dadurch entſtandenen Reihe, für 2 den Werth 2 Nu 
ſetzen konnen. Beyde Nefultate müͤſſen nothwendig 
identiſch ſeyn, gleichhehe Glieder in beyden alſo die 
nemlichen Reſultate gewähren So wird z. E., wos 
zu unſern nächſten Abſichten hinreicht, das erſte "Glied 
der reſultlrenden Form, auf dem erſten Wege geſucht, 
wo alſo von l ( o (MOIE ES REN 

r. 

das erſte Glied nach Fe anfänglichen genommen 
werden muß, n. JI k. F. * (29. u. Hingegen 
eben die te Glied, auf, dem zweyten Wege gefunden, 
wird pi F (her u. Es folge alſo daraus daß 
nF CUIU 1 Fr (asp Ip (/. Ein Lehrſatz der 
ſolgendermaßen ausgedruͤckt werden kann. a 

Es ſey eine beliebige Nahe 5 


PZ. Zas Ce Zs Cad. , . RER 
vorhanden. Es ſey ihre nte Potenz 


[F =" Zn En Zune. ‚+ Zach. 
und ebenſo ihre (n - WI? | 
ni: ei Ze: Oe 55 22 G. SÄCK 12 


E Gate: „Laie, Lt 2 (a Dr, 


D 


1. 
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Man nehme von der Reihe ſelbſt, die abgeleitete 
Form, nmal Be Sn Z z 4 1 4 fe +2). 
Zz d- 1 n(e + rd). Zs rl a d 
Ihr Product, mit der (n 1) ten Potenz der Reihe 
ſelbſt multiplicirt, muß genau die abgeleitete Form 
hervorbringen, welche aus der entwickelten nien Potenz 
der Reihe, ſelbſt gezogen werden kann, d. . 
n. Z 8 1 + (n & + Dir Al .. 
＋ G T Ee n e 
Es wird alſo aus den beyden Factoren 
Ur 12 em Zz (n- de +.. 11 Zeie gei 


= ieee ern Lee. ` 


bas Product= ner Zz na. . arg: ch anert 
Mithin, wenn wir unbeſtimmt den rien Coefflcienten 
des Products aus den Factoren wirklich berechnen, 
und dem gleichhohen ſeines ſchon bekannten 
Werthes geeicht 


n[(@ rd). zwi Ce ler + (r Aë 224. 


5 ba TMZ bn rc 
Eine recurrirende Beziehung zwiſchen den r erſten 


Coefflcienten von der erſten und (n i) ten Potenz 
einer beliebige angenommenen Reihe und dem 
rten Coefficienten ihrer naͤhſthoͤheren nten Potenz, die 
ſeht leicht folgendermaßen in Worten ausgeſprochen 
werden koͤnnte. Man multiplicite eine beliebige 
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Potenz einer willkuͤhrlich genommenen Meihe mit der 
Reihe ſelbſt, nachdem in dieſer die Coefffcienten 
mit den Exponenten der in den zugehörigen Gliedern 
vorkommenden Potenzen vervielfacht worden ſind; 
das Produet gibt eine Reihe, welche die naͤchſthoͤhere 
Potenz der angenommenen darſtellen wird, nur daß 
jedes Glied dieſer Potenz mit feinem eignen Exponen⸗ 
ten multiplieirt, und durch den Grad der Potenz 
ſelbſt dividirt, und inſofern verandert, E vo 
Products zum Vorſchein kommt. * 
Man kann eben dieſen „Satz noch etwas ste 
meiner ausdrucken. Es ſey die anfangs u 


Form, die wir vorhin durch Zoe 22 set AE 22 u rd. 
bezeichneten, ſelbſt ſchon von irgend einer andern, die 
wir hier nicht näher au IRAK brauchen S deten 


Coeffieienten aber Z, 3 3 u. ſ. w. ſeyn mögen, eine 


Potenz des Grades l. Alsdann wird man fie und 


ihre Coefficlenten durch! Zza- Ef Zus, G + f er ett 


ondeuten koͤnnen. Die Reihe aber, welche von ihr 


die n ite Potenz iſt, wird von jener erſten die 


(n- i) fte Potenz ſeyn. Brauchen wir Tir (n 1) f 


das Zeichen g, woraus ſogleich nk fg folge, ` 
ſo wird die nte Potenz derſelben Relhe nun dle 
(F ae der neu angenommenen. Und nun kann 
unfer voriger Satz ſo ausgedruckt werden. 

Es ſey eine Reihe vorhanden, welche als beliebige, 
ſchon berechnete Potenz einer andern gegeben werde 


48.432 T4. 4 fre. 


= a ni 


—— 
mm 


e 
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Ebenſo eine zweyte, welche als eine andre, milifühes 


liche Potenz eben der Hie dſam gegeben ſeyn mag 
2855 27 Sr, 8% Pied, | 


Mon Kezag in der erſten von Dee Reihen 
jedes Glied mit dem Exponenten ſeiner Potenz, und 
bilde alsdann ein Protuct aus ihr in die zweyte 
Reihe. Was herauskommt, wird eine dritte Reihe 
ſeyn, welche mit der Potenz des Grades f g, von 
der nemlichen Grundſorm, nur daß jedes Glied der⸗ V 
ſelben mit ſeinem eigen Exponenten multlplicirt, 
und durch f g divldiet werde, völlig zufammenfällt, 
In Zeichen: \ 


“+ 13) E 53-+[« + be. e 808. la a) 
3 e [ee H DH fen) "ec 


Der Gebrauch dieſer gi wës fih im nächften 


Capitel zelgen, 


Funfzehntes Kapitel. 
Von der Umkehrung der Reihen. 


n eine Größe, 7, durch irgend CS arith⸗ 
metiſchen Ausdruck aus einer andern, x, zuſammenge⸗ 
ſetzt gegeben iſt, fo laͤßt ſich der Werth von ihr in den 
mehrſten Fällen durch eine Reihe von der bekannten 


Geſtalt, y AX AT- Ta Ax -* d., I AXA 
darſtellen. Aber jede gegebene Beziehung zwiſchen zwey 


365 


Groͤßen muß es uͤberhaupt moͤglich machen, die eine 
von ihnen durch die andre auszudrucken. Es muß 
alfo auch die Foderung befriedige werden koͤnnen: die 
Geſtalt der anſaͤnglich gegebenen Gleichung fo umzu⸗ 
ändern, daß die Größe, welche vorher diente, dle 
andre auszudruͤcken, nun ſelbſt diejenige wird, deren 
Werth aus jener anderen abgeleitet werden kann, daß 
aile, in Zeichen, x vermoͤge eines beſtimmten arlth⸗ 
metiſchen Ausdrucks durch y gegeben erſcheine. Man 
nennt den Inbegriff der Operationen, welche mit der 


zuerſt angenommene Gleichung vollzogen weiden muͤſſen, 


um ihr jene zulezt genannte Geſtalt zu ertheilen, 
Umkehrung der Gleichung. Dieſe Operation ift von 
der hoͤchſten Wichtigkeit, da unſre Kenntniß von dem 
Zuſammenhange zweyer Größen nur dann vollſtaͤndig 
iſt, wenn wir jede von ihnen aus der andern abzu⸗ 
leiten vermögen, Aber De laͤßt ſich auf eine directe 
Welſe, an geſchloſſenen arithmetiſchen Ausdruͤcken, in 
ſehr wenigen Fällen vollziehen. Es wird alſo ſchon 
ſehr viel gewonnen ſeyn, wenn fie auch nur bey Ente 
wicklungen in Reihen unbedingte vollfuͤhrt werden kann. 
Wir wollen mithin die folgende Aufgabe zur Betrach⸗ 
tung ziehn: der Werth einer von zwey zuſammenge⸗ 
hörigen Hauptgroͤßen iſt durch eine entwickelte Form, 
die nach SE der andern ſortgeht, gegeben, 


E Aaernn., TATA Man frägt 
ob es nicht moͤglich iſt, aus diefer Reihe eine andte, 


von ähnlicher Geſtalt, abzuleiten, welche den Werth 


d 
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der zweyten Hauptgroͤße, in elner nach Potenzen der 
erſten entgehen an Form, 


x= By - ＋ BY. 55-5 darſtelt, und ef 
welchem Gefege Exponenten und Coefficienten dieſer 
neuen Reihe, welche die umgekehrte der vorigen heißen 
ſoll, gebildet werden muͤſſen. er 

Wenn es in der That einen ſolchen Ausdruck für x 
gibt, ſo iſt die Bedingung, welche er erfüllen muß, 
leicht anzugeben. Man ſubſtituire in der nn? würflich 


gegebenen Reihe, y SAX EAX d. ＋ Ad, D 


für x jene Form, welche den Werth diefer Größe dar⸗ 
ſtellen ſoll. Das Reſultat der ganzen Subſtitution 


wird ein Inbegriff mehrerer Reihen werden, von denen 


jede nach Potenzen von y ſortſchreitet. Nun aber 
iſt angenommen worden, daß die Summe aller der 
Glieder, aus denen die Form beſteht, in welche man 
ſubſtituirt, y ſelbſt ſeyn ſoll. Es muß alſo jener In⸗ 
begriff von Reihen, von denen jede einzelne nach Po⸗ 


tenzen von y ſortſchreitet, mit y ſelbſt identiſch werden. 


Dles iſt nicht anders möglich, als ſo, daß wenn man 
jene Reihen in eine Summe würklich zuſammenzieht, 
in dieſer Summe ein Glied vorkommt, welches y iſt, 
während jedes der andere Glieder, welche Potenz von x 
es auch enthalten mag, zu feinem Coefficienten o be⸗ 
kommt. Nur alsdann, wenn dle zweyte, für x ange⸗ 
nommene Reihe dieſer Foderung Genuͤge leiſtet, darf 


ſie als beſtehend neben der erſten, fuͤr y beſtimmt 


gegebenen, und folglich als die umgekehrte von dieſer 


angeſehen werden. Aus eben dieſer Bedingung laßt, 
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ſich ableiten, wie eine Reihe, welche von einer andern 
die umgekehrte iſt, von diefer abhangt, und aus ihr 
abgeleitet werden kann. Bey elner völlig unbekannten 
Reihe find. zwey Momente in Ruͤckſicht zu nehmen. 
Zuerſt ihre Form, welche durch die Progreſſion, worin 
ſich die Exponenten der Potenzen in ihren ſucceſſiven 
Glledern befinden, beſtimmt wird. Zweytens ihre 
Coefficienten, und das Geſetz, nach welchem fie ſich 
erzeugen. Wir wollen alſo, um die Unterſuchung aus⸗ 
zuſuͤhren, zuerſt nur fragen, ob ſich fuͤr die umgekehrte 
Reihe, wenn man fie vorläufig als gefunden fingiren 
wollte, doch wenigſtens immer eine beſtimmte Form, 
oder vielleicht mehr als eine Form feftfegen läßt, fo 
daß wuͤrklich, wenn man nur nachher die Coefficienten 
gehörig einrichtet, jene Bedingung, welcher die umge⸗ 
kehrte Reihe durchaus Genuͤge leiſten ſoll, unfehlbar 
befriedigt werden kann. 
Es iſt aber aus dem vorigen Kopitel bekannt, 
daß, nur dann die Reihen, weiche aus einer Form 
wie die gegebene 


y AXA A 4 ze Axa Are 

GK wenn man in ihr ert x bie neue 

* 2 DEN Byatd ..+ ER 

ſubſtituire, ſich wuͤrklich vereinigen, wenn ER 
m 

unter m eine beliebige ganze gabl veiſtanden, und 

daß in jedem andern Falle jede der genannten Reihen 

ihre Glieder in die Summe bringt, ohne daß Di 
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irgend einem Gliede der einen ſich ein’ gleichhohes 
der andern geſellte. Nun aber (8 unfre Bedingung, 
daß in der Summe nur ein Glied ſeyn ſoll, 
welches = y wird, die andern alle aber einzeln 0 
zum Coeffleienten haben muͤſſen. Aber wofern auch 
nur von irgend einer Potenz einer gewiſſen Reihe, 
wie hier die für x fingirte, jedes einzelne Glied für 
ſich S o werden ſollte, fo müßte die Reihe ſelbſt, 
mithin jedes einzelne Glied ſchon = o geweſen ſeyn. 
Aber für x eine Reihe ſetzen, von der jedes einzelne 
Glied o waͤre, hieſſe eine Ungereimtheit begehn. 
Man darf aile für die umgekehrte Reihe keine Form 
annehmen, geben ſich eine ſolche Nothwendigkeit 
ergeben würde, und fie kann, dem Vorhergehenden 
gemäß, nicht vermieden Se, wenn die Progreſſion 
der Exponenten in ihr nicht ſo eingerichtet wird, 


daß die Differenz derſelben d = e iſt. 


Es bleibt aber ſelbſt alsdann, wenn man für dle 
fingirte umgekehrte Reihe Exponenten annimt, die 


allmälig um Si größer werden, in welchem Falle 


allerdings e, Glieder der verſchiedenen Reihen, 
welche bey der Subſtlitutlon entſtehn, in einander 
wuͤrklich bey Vereinigung eingreifen, die Frage 
zuruͤck: ob nun das Reſultat der ganzen Subſtltution 
würklich 2 0 9 geſetzt, und eben daraus alles, was in 
der fingirten Reihe vorläufig er Kai Gët 
beſtimmt werden kann. * 


0 


4 


U ) 369 
ee Cp Henn 2 1576 1 Merton / 5 „ e Ae 
Die Annahme, daß d S mm foll, laßt, da m 
jede willkͤͤhrliche Zahl ſeyn darf, für die Form der 
fingirten umgekehrten Reihe, wie es ſcheint, unzaͤhllg 
viele beſtimmte Geſtalten zu. Wir wollen uns zuerſt 


nur auf die einfachfte, wo m ei ft, beſchraͤnken; es 


wird ſich nachher zeigen, daß ſie die einzige, welche 
Gëeine werden kann, darſtellt. Wir Gee ai für 
x bie Relhe x= + Bye. I Bye, em 
welche inskuͤnftige die Grundreihe genannt werden 
ſoll, fingiren, Diefer Wer von x H in der gege, 


benen Reihe y Ax ＋ Axel Keen fubs 
flituirt, und die aus jedem ihrer Glieder dadurch ent: 
ſtandene neue Reihe eine Partialreihe genannt ver: 
den. Es ſoll endlich die Summe aller der ſo 
entſtandenen Reihen, welche eine neue ähnlich gebildete, 
die Totalreihe genannt, hervorbringen muß, berechnet, 
und von ihr unterſucht werden, ob und in wiefern fie 
wuͤrklich Sy geſetzt werden kann. 

Es iſt aus den Unterſuchungen über bie Eubfit. 
tion bekannt, daß, bey der angenommenen Geſtalt der 
Gründreihe, die aus den einzelnen Gliedern der gege⸗ 
benen entſpringenden Partlalrelhen ſich ſo vereinigen, 
daß jede folgende mit ihrem Anfangsgliede in eln 
Glied der erſten Partialreihe eingreift, beffen Zahl 
mit der der Partlalreihe ſelbſt identiſch iſt. Aus dem 
allgemeinen Ausdrucke für jedes Glied der Totalrelhe 
ergab ſich, daß jeder Eoefficiene von ihr aus eben fo 

Aa 


6 Tr pb Ap 
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vielen der fingieten Grundreihe gebildet wird, als feine 
eigne Zahl Einheiten enthalt. Soll alſo die Total⸗ 
reihe = y geſetzt werden, fo muß es unbedingt moglich 
ſeyn, ihr Anfangsglied S, und jedes der folgenden 
für ſich = o zu ſetzen. Denn offenbar kann, da die 
ganze Totalreihe mit y identiſch ſeyn ſoll, nur eins 
ihrer Glieder Sy, und es muß alsdann jedes der 
andern So ſeyn. Das Anfangsglied der Totalreihe 
kann aber nicht So ſeyn. Denn es enthaͤlt nichts als 
eine Potenz vom ren Gliede der Grundrelhe, mit 
einem beſtimmten Factor multiplicirt. Soll es alſo 
Do werden, fo muß die Größe, wovon es eine Pos 
tenz iſt, es muß alſo das Anfangsglied der Grund⸗ 
reihe So ſeyn. Eine Reihe aber, die kein Anſangs⸗ 
glied hat, iſt eine Ungereimtbeit, Setzen wir alſo, 
weil wir muͤſſen, das Anfangsglied der Totalteihe, 
ABV Sy, fo folgt daraus in Abſicht auf die Sr, 


ponenten, daß a i, mithin a= =; in Abſicht auf 


die Coefflcienten, daß A B= i, folglich Bt Je 


Es beftimme ſich alſo dadurch das Anfangsglied der 
Grundreilhe vollkommen. Was aber alle übrigen Glie⸗ 
der der Totalreihe betrifft, fo muß nun bewieſen mer» 
den, daß es moͤglich iſt, jedes von ihnen So zu 
feßen. Nun enthaͤlt der erſte Coefficlent der Totalreihe 
nur den erſten und anfänglichen der Grunhreihe; der 
zweyte nur den zweyten und die vorhergehenden der 
Grundreihe; allgemein der ir Coeſſicient der Totalreihe 
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nur den fen der Grundreihe und die vorhergehenden. 
Alle Coefficienten der Grundreihe ſind noch unbeſtimmt; 
man verlangt aber zu wiſſen, ob nicht für fie Werthe 
angegeben werden koͤnnen, welche die gegenwaͤrtige Fo⸗ 
derung erfüllen, Setzt man alſo jeden von den ſuc⸗ 
ceſſiven Coefflcienten der Totalreihe nach dem anfäng« 
lichen So, fo bekommt mon Gleichungen, in denen 
eben fo giele unbekannte Größen vorhanden ſind. Es 
iſt aber bekannt, daß in dieſem Falle jede der unbe⸗ 
kannten Groͤßen aus jenen Gleichungen gefunden wer⸗ 
den kann. Wir wiſſen ferner aus dem Vorhergehen⸗ 
den (pag. 353) daß jeder Coefficient der Grundreihe da, 
wo er zum erſten Male zur Bildung eines Coefficien» 
ten der Totalreihe gebraucht wird, nur zur erſten Po⸗ 
tenz erhoben, und mit einem beſtimmten Factor mut, 
tipueirt, erſcheint, während, alle die übrigen Producte, 
welche neben dieſem als zuſommenge hoͤrige Theile den 
ganzen Coefſiclenten der Totalreihe bilden, aus niedri⸗ 
geren Coeſſielenten der Grundreipe zuſammengeſetzt D nd, 
So gibt alſo das ſucceſſive = o Setzen von den 
Coefflelenten der Totalrelhe Glelchungen, von denen 
jede folgende eine unbekannte Groͤße mehr als dle 
vorhergehende enthält, und worin Beie unbekannte Groͤße 
nur auf dle erſte Potenz erhoben, und mit einem be⸗ 
ſtimmten Factor multiplleirt enthalten iſt. Es wird 
ſich alſo aus jeder neuen Glelchung elne neue unbe⸗ 
kannte Groͤße, und zwar, weil die Gleichung in Ber 
ziehung auf ſie nur vom erſten Grade iſt, vermoͤge 
eines einzigen, möglichen und unzweydeutigen Werthes 
Aa a2 


372 


beſtimmen laſſen. So gibt der erſte Coefficienie der 
Totalreihe, weil er nichts Unbeſtimmtes als den eren 
der fingirten Grundreihe enthaͤlt, indem man ihn 
22s ſetzt, den Werth dieſes erſten Coeſſlelenten der 
Grundreihe; der zweyte der Totalreihe, well in ihm 
nur noch der zweyte der Grundreihe als unbekannt 
vorkommt, ſuͤr dieſen den Werth, welchen er haben 
muß. Es iſt alſo unbedingt möglich, jeden ſolgenden 
Coefficienten der Toralreife So zu ſetzen, und es er⸗ 
geben ſich gerade dadurch für alle fingirte Coefficienten 
der Grundreihe, beſtimmte, mögliche und ungmeideurige 
Werthe, die ihnen nothwendig beygelegt werden muͤſſen, 
wenn die Grundreihe ihrer Beſtimmung, die umge⸗ 
kehrte einer andern, gegebenen, zu ſeyn, erfüllen ſoll. 
Das Neſultat unſter bisherigen unterſuchung DI 
a Wenn er die Neiße 9 


Si Ka Ass As- Ar- s 

eine umgekehrte, welche den Werth von x durch ` 
ausdruͤckt, gefunden werden ſoll, ſo iſt es geſtattet 
anzunehmen, daß dieſe neue Reihe, deren Coeſſicienten 


uͤbrigens fuͤr den ae fingirt werden moͤgen, 
die Nb 


1 15 m | SE, 
* = BN By mÉf "rn 
befige (mithin die nemliche Diſerem der Expo⸗ 
nenten, wie die gegebene, nur durch deren 
Anfangsglied ſelbſt dividirt)) Und es wird alles 
mal moͤglich ſeyn, dle Coeffielenten der umgekehrten 
Relhe aus denen der gegebenen durch moͤgliche unzwei⸗ 


An 
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deutige Ausdrucke zu berechnen. Der Mechaniemiüs 
und das Geſetz dieſer Berechnung c 8 u (erte 5 
Theil der Unterſuchung aue. 
Eben dieſes Reſultat kann, aus ER SES u 
Gruͤnden, noch ch auf einem andern Wege erhalten wer⸗ 
den. Nachdem die E Reihe * = B * 


2 b . Bees. * wie re git 
worden iſt, ſubſtituire man in jedem ihrer Glieder 
Bart: y den Werth, uge die gegebene Reihe, 
FS E e e nn 
darbietet. Das Reſultot „aller dieſer sie 
wird eine, nach Potenzen von x ſortſchreitende , Zeta 
reihe ſeyn, welche x geſetzt werden muß. Alle 
übrigen Schlüffe bleiben wie vorher, und: man erhalt 

auf dieſem Wege, die nemliche Form der ſingirten 
umgekehrten Reihe, und die mit derſelben verbundene 
Möglichkeit, einen, unfehlbaren ` urfoepbeutigen. Be⸗ 
ſtimmung der Coeffielenten. Es wunde Wiederholung 
der Vorbergehenden ſeyn, wenn ` Hate"? Unterſuchung 
von Neuem wieder angeſtellt werden ſollte; Aindeſſen 
ift es boch nicht Zut ro Anfang in genaue 
Betrachtung zu ziehn. Hier iſt die Wrundreihe keine 
, Par eine e nn 


TEL 


von, ihnen bins Te EE ee 
ergäbe ſich daraus der Widerſpruch, daß eine 
Potenz. von einer beſtimmten Wa. Do feyn fol: 


574 


Dieſes Eingreifen der durch die Subſtitutlon entſtan⸗ 
denen Partialreihen hat aber (p. 348) die Bedin⸗ 
gung, daß die Differenz der Exponenten in der Reihe 
welche man ſubſtituirt, hier alſo J, ein Product aus 
dem Anfangs - Exponenten der nemlichen Reihe, in 
die Differenz der Exponenten von der Relhe, in welche 
ſubſiltulre wird, durch vn). eine beliebige ganze 


8001 nun, Has dan SCH Seier — 


bm af cicmäns daß d u, oder ta, SE =; 


dm Ag ſeyn muͤßte, wo unter m eine belebt 
ganze Zahl verſtonden werden kann. Inſofern gp, 
als die Reihe fuͤr y, welche wir ſuchen, wenn fie 
ſelbſt umgekehrt würde, die gegebene für * hervor 
bringen müßte, iſt es geſtottet, der Progreffion ihrer 
Exponenten, eine unter dem unbeſtlmmten Ausdrucke 
mad enthaltene Diſſerenz beyzulegen. Inſoſern aber, 
als ſie ſelbſt eigentlich das umgekehrte der gegebenen 
Reihe für x if fallt die Differenz ihrer Exponenten 


unter den unbeftimmten Ausdruck > = Nun ober 


gilt Béi gut das gue als das Heel von ihr. 
Es muß ap? dle Differenz ihrer Exponenten ſowohl 


unter dem Ausdrücke mad, als unter dem za 
enthalten ſeyn. Es gibt aber nur elne ge, 


bey welcher beydes zugleich ſtatt finden kann, wenn 
nemlich m = 1 geſetzt wird. Mithin iſt a 0 die 
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einzige Differenz; welche für dle Progreffion ` der 
Exponenten in der fingirten Relhe genommen werden 
darf, und die Geſtalt der umgekehrten Reihe, welche 
wir vorher nur als die einfachſte aufgeſtellt, und dem 
Zwecke der Umkehrung voͤllig entſprechend gerecht; 
fertigt haben, die einzig moͤgliche. Geſtattet wird 
es ſreylich immer bleiben, wenn man die Umkehrung 
nur auf elne Welſe, A E. die erſte egäën will, 


3 
ſtatt der eigentlichen fingirten Reihe KS pe? ＋ 7 me d 
eine andre zu ſetzen, in welcher die Progreſſion det 
Exponenten durch noch kleinere Unterſchlede ſortläuſt. 
Es wied Do aber bey wüͤrklicher Berechnung funden, 
doß dle Coefflelenten von ollen den Glledern, die in 
der neu fingirten Reihe zwiſchen die der rien geſetzt 
find, = o werden; dle Rechnung ſelbſt wird auf bebe 
zurückführen, indem fie dos Meberflüffige ` der Voraus- 
ſezung vernichtet. Auch davon ließe ſich, wenn es 
nicht für unſre Abſicht vollig überfliffig wäre, aus dem 
Gange der Subſtitutlon und der Zon ſhres Refichts 
eine Beſlaͤlgung geben. f 


Es kommt in hoͤheren SSC nene 
gen ſehr ott vor, daß gegebene Reihen umgekehrt 
werden muͤſſen. Der Satz alſo: man dividire die 
Differenz der Exponenten der gegebenen Reihe durch 
den anfänglichen unter ihnen, fo erhält mon bie ber 
Exponenten der umgekehrten Relhe, iſt von großer 
Wichtigkeit. Der partleularſte, am haͤuſigſten vor ⸗ 
kommende Fall iſt derjenige, wo dle gegebene Reihe 
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die ſucceſſiven ganzen Zahlen, von 1 an, zu ihren 
Exponenten erhalten hat. Alsdann wird die umges 
kehrte von ihr . die ane Zorn den 
In Zeichen: wenn | 00 
nent At den .0s bs Aa LG 
„FNR 
det werden muͤſſen. "Eine Reihe aber, die mic 

Inem Gllede anhebt, worin von der Hauptgroͤße, 
. ſie regiert, gar keine Potenz vorkommt, laßt 
ſich geradezu nicht umkehren. e 

Der zweyte Haupttheil von den Unterfuchungen 
üben, die Reverfion. der Reihen, betrifft die Coeſſicienten 
der umgekehrten Rehe, und die Art, wie ihre Werthe 
a e anere. werden Kate , 


Um ‚ef, deen fo; „allgemein. als möglich 
We machen, wollen wir ihren Umfang noch mehr er 
weitern. Es mag alſo nicht die eine Hauptgroͤße ſelbſt, 
ſondern irgend eine Potenz von ihr, durch eine nach 
Potenzen der andere ſortſchreitende Reihe gegeben 
ſeyn, und umgekehrt für eine beliebige Potenz der 
zweyten Hauptgroͤße eine Reihe geſucht werden, welche 
nach 1 der erſten bunn In Sin: es g 
ſoll die Reihe is SS Eat Kuh, RE 
gegeben, und Ce tuͤckwörts die Relhe * z 


* rb ＋ e., op 
gefunden werden. 
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Die um welche die geſuchte Reihe erhalten 
we; leitet ſich unmittelbar aus der vorigen Betrach. 
tung ab. Wenn in der gegebenen Reihe für) Ges ‚bie 
Progreſſion der Exponenten 3, g ＋ d, u. Ga: 
wird ſie in einer béie den „ ët pi 


SCC 


gleich für y zu ees, Rabe, Se Et. u. C w. 


ſeyn. Wenn dieſe Reihe für y Anen be. 
kommt die, Anfangs, zu ſingirende, * 8 Reihe, 


die Hebeln der Sein Z =, u A w. 
sdiaf um 58 655 
Soll nd ch. ae Reibe, nachdem f ie gefunden if, | 


zur nten Potenz erhoben werden, fo muß die neue 
daraus hervorgehende mit Ka Exponenten die Pros 
nm 


greſſion aech Ze? * 58 . uf, w. beg. ` Es i 
wird alſo die zweyte, e its 
nm ı nm m’ rr nm rm 


Lr "e . EIN Ars. ir 
Das Geſetz, welchem die Coeffleienten einer Reihe un⸗ 
ferworfen fin ind, kann entweder reeutrirend, oder ube 
pendent gegeben werden. ‚gie, gelangt, man, ber 
Natur der Sache gemäß, zuerſt au einer ecurrirenben 
Beſtimmung, und erſt durch Huͤlfe Heft wird es 
möglich, auch ‚einen independenten Ausdruck zu erhalten, 
„I. Die, SR ionsformel ſür die Coefficlenten der 
umgekehrten Reihe ergibt Dé aus den bekonnten For⸗ 
meln für die Subflitution unmittelbar, wenn man die 
gegebene Reihe in jedem Gliede der ſingirten umge⸗ 


* 
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kehrten ſubſtituirt, und die daraus entſtandene Total- 
reihe dem Werthe, welchen fie beſitzen ſoll, Identißſcirt. 
Mon koͤnnte zwar auch dadurch, daß man die Sub⸗ 
ſlitutlon in umgekehrter Ordnung vollzoͤge, zu dem 
nemlichen Zwecke gelangen, aber die Reſultate wuͤrden 
ſich nicht in einfacher Geſtalt darbieten. 


rier in ber fingieten Reife ; : 

ı nm RL... Tr nm mä 
GT E EE S 
wo man auch zur nügenbliglicen Abkürzung, für vn 

das Zeichen u gebrauchen, mithin dieſe Reihe durch 
n rn x age e? . 
= Nui Tue Tu 
Gei, koͤnnte, für. die Zë em ben ge 
gebenen Werth ng Ce et 
u v XX XA. re 
ſubſtituirt, ſo iſt das een der dadurch entfles 


henden Totaltelhe * enn, Die ganze Totalrelhe 
ſoll x" ſeyn, es muß alſo der Coefflcient ihres An⸗ 


fangsglides, IN . der Coefflcient jedes ſolgen⸗ 
den = 0 bm. Dorous alſo folge zuerſt, daß 


a Arm: 


WKN 2 7 feyn Was alle folgenden 


Coefficlenten betrifft, fo werden wir nur den allgemel 
nen Ausdruck für die der Totalteihe zu ſuchen, und 
nz zu ſetzen haben, um die Recurſionsformel fuͤr ſie 
zu bekommen. Nun aber ift, der Lehre von der Sub⸗ 
ſtitution gemäß, der rte Coefficlent der Totalrelhe 
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*. K EECH RR F 
(os ER éi Zeg X)... Diefer, Ausdruck 
olſo, Zo geſetzt, * niehr die geſuchte Res 
curſt ons formel. 


Schreiben 5 ihn e un dd Cine 
tlonszeichen auf die nemliche Art, wie wir fruͤher Nee 
eurſionsſormeln darzuſlellen Klek ſo WK er ſol⸗ 


gende N f , E 
nr Tngbiäitr vam. AE 197855 
ké Era e X. Abee 1 7 rg No 


Man braucht offenbar nur des e dieſer 
Form zu transponitren, und von ſelnem Coeſſiclenten 
zu befrepen, „ um eine Formel zu bekommen, vermoͤge 
deren jeder Coefficlent der geſuchten Reihe, jedes Y, 
aus allen vorhergehenden der nemlichen Reihe, und 
Groͤßen, welche aus Coefficlenten von beſtimmten Pos 
tenzen der * Relhe beſtehn, und inſofern als 
bekonnt angenommen werden bürfen, berechnet! werden 
kann. Sie iſt: ” 
n»k(r-ı)N 8 pi (r- vi. nr 
6 = * V. rw 
e Se 
ve 


Diefe Formel iſt ſehr . und fuͤhrt 
zu verwickelten Rechnungen, wenn ſie zur reeurriren⸗ 
den Beſtimmung der geſuchten Coeffielenten gebraucht 
werden fol. Denn die Factoren, womit die ſchon 


2 bekannten Coeſſicienten multiplicirt werden muͤſſen, um 


Producte zu erhalten, deren Summe die nächftfolgen. 
den, geſuchten Coefflelenten der fingirten Reihe hervor⸗ 
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bringt, ſind veränderlich, - und muͤſſen S jeder neuen 

Recurſton von Neuem berechnet werben. Und jede 

dieſer Berechnungen iſt weitläuſtig; man muß dle 

gegebene Reihe auf eine beſtimmte Potenz erheben, 

und aus der dadurch hervorgehende Form einen ihrer 

Coefficlenten, von vorgeſchriebener Zahl, heraus heben, 

um einen einzelnen von jenen Foctoren zu erhalten. 

Verſuchen wir es, wenigſtens einige der erſten Coeffi⸗ 

„eienten auf dieſem Wege wuͤrklich zu beflimmen, 
Auf dieſe Weife wid ſich der Uebergang zu dem 

independenten Geſetze, wonach fe ſich aus denen der 
gegebenen Reihe erzeugen, machen laſſenn 

Ile Was den Coefficienten des Anfangsgliedes in 


der fingirten Neihe betrifft, ſo iſt ſein Werth ſchon 


aus dem Vorhergehenden bekannt, und muß es ſeyn, 
well keine Recürſion ihn geben kann. Wir ‚fanden 
Sie, em da N „ ranı ZZ ad "219 


Goen ` Less Anne inn 
um dh Y sch Dn, org 25 und 
Ge Sne $ be * Ds 5 a 


F X=sX.Y Eé ei" 


= 95 a den v Les 6 20 ai 771 kee? Harte 
Due Berg) ße 95 e e entwickeln. Es iſt 


ug rs; 2° gun den Pe saß 


nemiſch. a K. D KH "ale Coeſſelent der Poren, 


ur vn 7 von der gegebenen goe ien SZ 
WE LOS KC? o Sg Kg nN lad rs unde d? 
Eben fo Dez GER en Mithin wird jener 


findet fi allmögtig Jee: e 


£ 8 


nr wc, ae 2 . ; 
Bruch 5 5 . X Bett Sr 

e Süpnbrn Sai d 

o. a k 1 X; Hof (éiere mn an 
Man gebe: po Se Cbefſrienten dieſes SESCH 95 


Factor . um der "Größer ſelbſt, nach Abſonderung 
n ö 4 


deſſelben, dos Umgekehtte dleſes Factors wieder vor⸗ 
fegen au own dp ab Des Se Gei 


Sa, () (). * (-K. ae 
aber iſt der erſte Mer nach dem anfänglichen in 
einer Reihe, welche herauskommt, wenn man Die ge: 
gebene auf die „Potenz, des Grades E erhebt, 


Zonë re 


| n f 
SEL * X Wee * Mon erhält, alſo für 


GE EE 
Wege die Berechnung weiter fort, welche frend für 
die Wenn Coefficlenten ere eee ee ſo 


Gel kr, 


(20 (Dx, ne, es SR 


Es ſcheint alſo folgendes allgemeine Geſeh in der Bil. 
dung aller Coefflcienten zu herrſchen. Jeder von ihnen 
iſt ein einziger beflimmter Eoefflcient aus einer Reihe, 
welche entſpringt, wenn man die gegebene auf dle Po⸗ 
tenz eines vorgeſchriebenen Exponenten erhebt, nur daß 
ihm noch elne beſtimmte Zahl als Factor beygegeben 


werden muß. Die gegebene Reihe, deren Coeffleienten 
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durch Xangedeutet werden, ſoll auf die Potenz des 
Grades S erhoben „ und davon der Anfangs » Coeffi. 
cient genommen werden, damit man den Anfangs⸗ 
Coeffieienten der umgekehrten Reihe erhalte; als Factor 
mag ihm, der Symmetrie der Ausdruͤcke wegen, noch 


Zen beygegeben werden. Eben dleſe Reihe ſoll auf 
die Voten 7 Sé gebracht, und davon der erſte 


Coeffieient, mit beygegebenem Factor (= = — ge⸗ 


nommen werden, damit man den erſten Coefficienten 
der fingirten Reihe erhalte. Wäre das an den beyden 
erſten Coefficienten durch wirkliche Rechnung geſundene 
Geſetz allgemein richtig, ſo würde überhaupt der rie 


Kar? 
Coeffcient der ſingitten Reihe Y= E a; Je X 
ſeyn. Die directe Ableitung dieſes Geſetzes aus der 
Recurſionsſormel wuͤrde zu ſehr verwickelten combina- 
toriſchen Betrachtungen führen; es iſt in der That 
nicht auf dleſem Wege, ſondern durch Beobachtung 
‚gefunden. In fo fern wird es denn auch geſtattet 
ſeyn, bey dem Beweiſe von der Richtigkeit deſſelben 
den Weg der Induetlon einzuſchlagen, und im Allge- 
meinen zu zeigen, daß es von jedem naͤchſtſolgenden 
Coefficlenten der umgekehrten Reihe guͤltig ſeyn muͤſſe, 
falls es für alle vorhergehenden als unbedingt Gan, 
findend angenommen werden darf. Freylich läßt dieſe 
Bewelsart, nicht in Abſicht auf die Wahrheit des 
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Satzes ſelbſt, aber wohl in Beziehung auf die Art, 
wie man zur Einſicht deſſelben gelangt, vieles zu wuͤn⸗ 
ſchen übrig, Sie kann nur dann eintreten, wenn man 
das Gluͤck gehabt hat, durch Beobachtung Spuren 
eines Geſetzes zu finden, ſollte alſo elgentlich nur da 
gebraucht werden, wo man auf keinem directen Wege 
aus der Natur des Gegenſtandes Geſetze ableiten kann ⸗ 


Wir nehmen alſo gegenwärtig an, daß für die 
rerften Glieder jeder Reihe, wodurch irgend eine 
Potenz von x ausgedruͤckt werden ſoll, die Coefflelenten 
nach dem Geſetze, welches eben ausgeſprochen worden 
iſt, aus denen einer gegebenen Reihe, die eine gewiſſe 
Potenz von y, durch Glieder, in denen x die Haupt ⸗ 
groͤße iſt, darſtellt, berechnet werden koͤnnen, um zu un⸗ 
terſuchen, wle alsdann der Coefficient des nächſthoͤheren 
TE iten Gliedes in der geſuchten Reihe auelepn werde. 


Die Methode der Unterſuchung bleibe derjenigen 
ahnlich welche bey der Ableitung der recurrirenden 
Beziehung angewendet iſt. Wir nehmen die gegebene 
Reihe nebſt der aus ihrer Umkehrung entſprungenen 
ſingirten. Wir fegen aber nicht, wie vorhin, in jedem 
Gliede der fingirten Reihe für die Hauptgroͤße, welche 
darin vorkommt, den Werth, welchen die gegebene 
Reihe für dieſelbe darbietet, ſondern umgekehrt, wie 
es eben ſo gut geſtattet iſt, wir nehmen dle gegebene 
Reihe, fubftieuiren in jedem Gliede derſelben für die 
Hauptgroͤße, die es enthalt, den Werth, welchen will 
dafür aus der fingirten Reihe ziehn kon. en. am Auf 


384 
dleſe Weiſe bildet ſich eine Totalreihe, in welcher olle 
Cbefftcienten, den des Anfangsgliedes abgerechnet, 
CC? ſeyn müffen, ` und man erhäle, indem man fie 
— ſetzt, Gleichungen, wodurch ſich die Beziehungen 
zwiſchen den Coefficienten der fingirten Reihe ergeben. 
Es wuͤrde ſehr unbequem ſeyn, wenn man vieles 
Verfahren, um eine Recurſtonsformel für dleſe Coeffi⸗ 
denten zu erhalten, „wählen wollte; aber es gibt ein 
ſehr bequemes Mittel, um den independenten Aus⸗ 
druck jedes folgenden Coefflcienten zu finden, wenn 
man ihn fuͤr die vorhergehenden ſchon in feiner 
Gewalt hat. | 

Die gegebene ei mar 
XX + DELL ER „+ Serge, : 
5 Ta fie, um Oh bequemere Subſtitutlon At 


een, u DE Key des Grades S CH anneh⸗ 


e wo es 8 gar nicht nöthig⸗ ift, Sei Poten⸗ 
zürung wuͤrklich auszuführen, ſondern hinreicht, fie als 
geſchehen anzudeuten. 

Es ter alfo gegeben d 


san 


„ „ FK Xx b SI 55 
Die geſuchte Reihe hingegen iſt 


um A um mo rum rmö 
* v ß ＋ I. 5 2 * d ＋ I/ 5 
Es ſoll in der erſten von dleſen beyden Reihen jedes 
Gier vota nommen, und für die Potenz von &, 
welche le? er Werth, ausgedruckt durch eine 


383 
noch Potenzen von fortſchreltende Reihe, ſubſtitulrt 


werden. In der daraus hervorgehenden Totalreihe 
2 


muß alsdann das Anfangsglled = 5 "e ſeyn, jedes 
folgende aber o zu feinem Coeffielenten haben. 

Aus der Lehre von der Subſtitutlon iſt bekannk, 
wie die Partiolreihen, welche aus den einzelnen Glie: 
dern der die Subſtitution erleidenden Reihe enkſtehn, 
ſich mit einander vereinigen. Will man allgemein 
das r +1 Glied der Totalreihe, und deſſen Coeffi⸗ 
cienten haben, fo nehme man alle Glieder der gege⸗ 
benen Reihe bis zum r eiten. Jedes von ihnen 
gibt, nach geſchehener Subſtitutlon, einen Theil zum 
rt in Gliede der Totalreihe her. So entſpringt 
ee dem Anfangsgliede der gegebenen Reihe, 


XX „wenn man für Xu feinen fingirten Werth 
lebt, ai: erſte . deren r Antes Glied, 


7 SEA * zum Coefficienten haben, und darin den 
erſten Beytrag zum Coefficienten des r + ıten Gliedes 
in der Totalreihe abgeben wird. Allgemein, es 
entſpringt aus dem kten Gliede der gegebenen Reihe 
Freun, wenn man in ihm fir & Ks den Werth 
ſetzt, welchen die Umkehrung hervorbringt, eine Reihe, 
deren (r 1 -Fy)tes Glied hervorgehoben werden muß, 
wenn man den Theil, welchen es zum 1 LN Gliede 
der Totalrelhe abgeben kann, und welcher der Zahl 
nach der, kte unter ihnen ſeyn wird, erhalten will, 


6 f um 
Sollte man wuͤrklich dle fingirte Reihe & NX +. 
Bb 
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x nm mx? 


SE nehmen, um aug O allmaͤlig auch 

xh“, . . X Ks. erſt zu berechnen, und dann die 
Subſtitutlonen dieſer Groͤßen würklich auszuführen, 
ſo wuͤrde eine faſt unerträgliche Arbeit entſtehn. Dies 
iſt aber auf unſerm gegenwaͤrtigen Standpuncte 
keinesweges noch noͤthig. Denn wir haben angenom⸗ 


men, daß, wenn eine Reihe wie vg XXL XT,, 


A Negri, gegeben iſt, und von irgend einer 
Potenz von x der Werth durch eine umgekehrte 
Reihe dargeſtellt werden ſollte, jeder Coefjiciene Liefer 
Reihe, falls feine Zahl nicht über r + ı hinausgeht, 
ſogleich in einem independenten Ausdrucke dargeſtellt 
werden koͤnne. Aber von allen den Potenzen von x, 
fuͤr welche wir hier die Werthe zu ſubſtituiren haben, 
die allererſte abgerechnet, werden zu unſrer Abſicht 
aus den ſie ausdruͤckenden Reihen nur ſolche Glieder 
gefodert, deren Zahl geringer als r + ı ift. Dieſe 
alſo dürfen wir, dem angenommenen Geſetze gemaͤß, als 
ſchon bekannt vorausſetzen, und ſo wird dle ganze Reihe 
von Thellen, woraus Dh der (r i) te Coefficient der 
Totalreihe bildet, nür eine einzige unbekannte Größe, 


nemlich T enthalten; ſo daß alſo, wenn man ihn = 
ſetzt, der Werth von dieſer berechnet, und folglich ere 
ſorſcht werden kann, ob die nemliche Regel, welche 
für die vorhergehenden Coeffieienten angenommenen 
war, auch für den naͤchſtſolgenden gültig iſt. 

Die Annahme, welche wir, durch Beobachtung an 
den Reſultaten der wuͤrklichen Umkehrung geleitet, ge» 


v 
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macht haben, war, dem Vorhergehenden gemaͤß, fol. 


gende. Wenn eine, nach Potenzen von x fortſchrei⸗ 


e 1 T 
tende, Reihe, wie yw Nep Negi, + Xxehn,, 


gegeben war, und nun eine umgekehrte Reige, irgend 
eine willkuͤhrliche Potenz von x ausprücend, gefodere 


wurde, wie x= ht Ty Va. ry, 
fo ſollte jeder Coeffielent dieſer geſuchten Reihe, bis 
zum rien, folgendermaaßen erhalten werden konnen. 
Die gegebene Reihe auf eine Potenz erhoben, deren 
Grad gefunden wird, wenn man den der geſuchten Dos 
tenz von x, hier n, um ein Vielfaches von der Zut, 
ferenz ihrer folgenden Exponenten, welches durch die 
Zahl des verlangten Coefficienten beſtimmt wird, rd, 
vermehrt; dieſe Summe durch den Anfangserponenten 
der gegebenen Reihe, dividirt, und dem Ganzen das 


— Zeichen gibt, CH di Bon dieſer Potenz 


wird aber nur ein Coeſſicient, und zwar von gleicher 
Zahl mit dem geſuchten, geſodert. Glbt man ihm 
als Factor noch einen Bruch bey, deſſen Zähler, ſich 
immer gleich, der Grad der Potenz von x iſt, fuͤr 
welchen man die Umkehrung macht, deſſen Nenner dies 
ſelbe Zahl bleibt, die vorher als Zähler des Bruchs 
vorgeſchrieben wurde, welcher den Exponenten derjenis 
gen Potenz bezeichnet, worauf die gegebene Reihe er, 


| hoben werden follte, Se fo hat man für die 
geſuchte Zdhe den verlangten Eoefficlenten, Wir Has 


Bb a 


A 
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ben jezt nur zu prüfen, ob dieſe Annahme, wenn fie 
für jeden Fall bis zum sten Coeffelenten gültig iſt, 
auch für den naͤchſiſolgenden ſtatt ſinde. 
Wenn wir alſo in der, aus der gegebenen abgelei⸗ 
br, ng 


75 ß Sg En 1 Nos. Aa nf A s NEA 
Got der Pokenzen von x, welche fie, enthält, Reihen 
ſetzen ſollen, wodurch, umgekehrt, die Werthe derſelben 
ausgedruͤckt werden, ſo wiſſen wir ſchon für jede dieſer 
Reihen, bis zum rim Sliede, wie ihre Coefficlenten 
gebildet ſeyn werden. 

Suchen wir nun, für die Torafteihe, welche aus 
allen dieſen Partialreihen entſpringen wird, den Coef⸗ 
ficienten ihres Ce 4 „ten Gliedes. Es iſt bekannt, wie 
jede einzelne von ihnen dozu beytragen wird. 

Die Parlialreihe, welche aus dem Anfangsgliebe 


5 Xx der potenziirten : gegebenen entſpringt, gibt 
ihr (r ＋ i)tes Glied ſelbſt zu diefem Inbegriff her. 
Wie der (r + i)te Coefficient einer ſolchen umgekehrten 
Reihe, die x” ausbrücen ſoll, gebildet feyn mag, iſt 
Be ` rat 

noch unbekannt. Er mag alſo durch X ausgedruͤckt 
g D GZ 
bleiben, fo daß X. Y das Anſangsglied für den 
(r + ı)ten Coeſſielenten der Totalreihe ſeyn wird. 

Die Partialreihe, welche aus dem erſten Gliede 


= 3 
der potenzilrten gegebenen, X. Xx entſteht, gibt 
ihr rtes Glied zu der nemlichen Abſicht her. Dies aber 


* 


koͤnnen wir ſchon, unſter Annahme zu folge, beſtimmt 
angeben. Wir erheben die gegebene auf eine Potenz, 


deren Grad — (+2) ſeyn wird, (da hier 
ein det Coefficient verlangt wird), nehmen daraus den 


d 
rten Coefficlenten, uns muftipficiren ihn mit ra 


So iſt alfo das erſte Glied fuͤr den Ausdruck des 
(r + ten. Coefficienten der Totalreihe = 


n 1 IVnHr H) E a 
. . ( F N Allgemein wird 
(r F) 5 
die Portialreihe, welche aus der a in das 


kte Glied der potenzürten gegebenen, Xx bs, ihren 
Urſprung nimt, ihr (r 1 - Kë Glied zu der geſuch⸗ 
ten Summe beytragen laſſen. Sein Coefficient aber 
wird gefunden, wenn man dle gegebene Reihe zu einer 
Potenz erhebt, welche, dem angenommenen Geſetze 
gemäß, [da die Potenz von x, woraus dieſe Reihe 
entſteht, vom Grade n Pk 4, und dle Zahl des aus 
ihr verlangten Gliedes (r P -) iſt) zum Exponenten 
( "(Ft (4 
SE 5 


beſitzt, von dieſer Reihe das ( KSC Glied feinen 


Corffleienten hergeben läßt, und ihn mit nn 70 i 


multiplicirt. Es ift allgemein das ki Ka fär den 


Ausdruck des (r + ı)fen Coefficlenten unſrer Totalreihe 


e 
AT (r 755 5 2 


Lo Be ı 


A 


Die Partialreihe endlich, welche aus dem r = 


mg 


Dr 1 


Gliede der  potenzlirten gegebenen, * X GT 
hervorgeht, gibt zu dieſem Ausdrucke den lezten 
Bererag. Es iſt von der Reihe, wodurch ſich 
x0? in der Umkehrung entwickelt das Ans 
` besat, d, woraus er herruͤhrt. Man erhebe alfo 
bie gegebene auf eine Potenz, deren Exponent — 


Ee iſt, hebe daraus den Coeffi⸗ 


denten des Anfangsalieves hervor, und gebe ihm den 


2 2 2 ke ift alfo dieſer lezte Bey⸗ 
u EE EE pret EE 
e n-+ir+ ı)d | 


Jezt alfo haben wir vollſtaͤndig den Ausdruck, 
welcher für den r Lion Coefficienten der Totalreihe 
gehoͤrt, die man En, wenn in der angenommenen, 

mn n nr 

„ = XN XA LL aexengbrt. 
für x in jedem Gliede deſſen, durch Umkehrung zu 
findender, nach Potenzen von y fortfehreitender, Werth 
geſetzt wird. Wir find berechtigt, dieſen Coefficienten 
S o zu ſetzen. Dadurch aber gelangen wir zu einer 
Gleichung in welcher von der fingirten Reihe für x” 
nur ein einziger unbekannter Coefficient, der (r Luft 
nemlich, neben lauter gegebenen Groͤßen vorkommt, 
woraus ſich alſo der Werth E erſteren finden 
laſſen muß. 
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Es iſt alſo, wenn wir zur augenblicklichen Abkürzung 
für 3 = f, und für — 2 2 ſetzen, 


mithin n fe + 1) = Ber GEN Tr 2 


e nh KGN K. Eed 
8 zt 88 35 2 gi; 


. 
8 XX Wir transponſren das Anfangsglied des 
ganzen Ausdrucks, weil es die eigentliche unbekannte 
Groͤße enthaͤlt. Alsdann bleibt als Werth von 


N. Y die Form 
(au Ke. Er Kr HR 


36 
Es mag auf beyden Seiten der Sins. ber 


Symmetrie wegen, noch das Glied 85 m, fe Bin, 


zugefeßt 8 0 eat alſo auf e: erſten Seite 


a N 6 X Ex. Ki „ auf der andern Seite die 
vorige Form, mit dieſem Gliede, als Anfangsgliede, 


vermehrt, vorhanden ſeyn wird. 


Was aber dieſe Form betrifft, fo laͤßt fe e 


durch Hülfe des lezten Satzes in der lehre von der 


Subſtitution ſehr zuſammenziehn (pag. 363). Wir 


haben hier, wie dort, elne Reihe, welche We als 
Potenz einer andern gedacht wird, 

? X. X IXI. T HXX es 
Wir haben eine zweyte, welche eine andre Potenz 
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derſelben end d und wovon bie Coefficienten 


durch X era X. x Longedeutet ſind. Die vor 
uns liegende Form deutet den (r + i1)ten Coefficlenten 
eines Produets an, welches aus der erſten, nachdem 
jedes ihrer Glieder mit dem Exponenten der in ihm 
liegenden Potenz muleiplicire iſt, in die zwente gemacht 
werden koͤnnte. Statt dieſes Products darf alſo, jenem 


Satze gemäß, (— SE EE 
geſetzt werden. 8 


ée n+[r+1]d 
Nun aber M =}. S Se RG Fe) 


Mithin wird o (1. gtt E= Ze -(r =. 


＋( 86 Se > o. Es fälle alſo die ganze 
Form . der N Seite des Gleichheitszeichens 
S 1 zb 
völlig. weg, man erhaͤlt alfo SC X. O XTX. LS. 
84 


1 * 1 Cat 
Daraus aber folge ſogleich 1 X, d.h. wenn 


für g ſein bekannter Werth geſetzt wird, 
. In Kr EIN 
en): > Te Und auf dieſe 
Art iſt die Guͤltigkeit des beobachteten Geſetzes für 
jeden folgenden Coefficlenten dargethan. Die wuͤrk⸗ 
liche Rechnung hat es für die beyden erften foetiſch 
bewieſen, es gilt alſo nun in voͤlliger Allgemeinheit. 
Es gibt gewiß nicht leicht irgend eine formale 
Rechnungsregel in der Arichmetik, die, verglichen mit 
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der Zuſammengeſetzheit des 9 fo einfach, 
und in Abſicht auf den Gebrauch fo weitumfaſſend 
waͤre, als dieſe, eben bewleſene; independente Regel 
der Umkehrung. Sie gibt das erſte Beyſpiel eines 
Falls, wobey die independente Coefficientenbeftimmung 
ohne Vergleich einfacher iſt als die recurrirende. 
Wir wollen ſie, in Zeichen zuſammengezogen, als 
Reſultat der bisherigen Betrachtungen zuſammenfaſſen. 


Ge ſey von einer beliebigen Potenz einer gewiſſen 
Hauptgroͤße der Werth durch eine Reihe gegeben, 
die nach unbeſtimmten, nur in irgend einer arithme⸗ 
tiſchen Progreſſion befindlichen, Potenzen einer 
zweyten Hauptgroͤße fortgeht. 

y = XX ÉIER e ge 

Man ſucht irgend eine willkuͤhrlich genommene 
Potenz der zweyten Hauptgroͤße, durch eine Reihe, die 
auf ähnliche Weiſe nach Potenzen der erſten fort⸗ 
ſchreitet, ſo daß ſowohl deren Form, als auch die 
Coefficienten, aus den in der erſten Reihe gegebenen 
Größen abgeleitet werden ſollen. Es ſey » E. xu. 
Alsdann iſt 

Ems 


gei éen ( Ne + 


m 
n „E23 2 m 
Gaz Bag NE gier 56 


27 D Sege 
Sak Rs X sg „ 0 


Der dote unter ihr enthaltene Fal, ige in 


er 


N U ˙ w Die Me ee Ta 
4 D 
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derjenige, welcher am häufigen vorkommen wird, iſt 
der, wo m, n, 8, J, fämmtlich — 1 find, 

Wenn alſo, um fuͤr ihn dle allgemeine Formel 
zu ſpetialeg 


„Y XX XX +. . 


gegeben iſt, und man Se x durch eine Reihe 
verlangt, welche E Potenzen von „ fortgeht, fo wird 


S XT I. Xx Z. X AS. A XN 
Ee mon, etwas allgemeiner, die nte Potenz von x 
haben, ſo waͤre x "Xy”+ 


G e, J ( e Kueken 
Die Muͤhe der wuͤrklichen Berechnung bleibt freylich 
noch immer groß genug. Indeſſen kommt ſie offenbar, 
ſelbſt in dem verwickeltſten Falle, auf bloße Poten- 
ziirung der gegebenen Reihe zuruͤck. Inſofern ließe 
denn in der That unſre gefundene. Regel noch einen 
andren, weiter zuruͤckgefuͤhrten Ausdruck zu. Man 
koͤnnte, ſtatt der einzelnen Coeffleienten, welche fie 
aus vorgeſchriebenen Potenzen der gegebenen Reihe 


fodert, deren combinatoriſch ausgedruͤckte Werthe, den 


Formeln des polynomiſchen Lehrſatzes gemäß, an bie 


Stelle ſetzen. Da aber dadurch keine weitere Zu 


ſammenziehung der Ausdrucke moͤglich wird, und es 
als bekannt vorausgeſetzt werden darf, wie Coefficlen⸗ 
ten einzelner Glieder von Potenzen gegebener Reihen 
berechnet werden müffen, fo kann dieſe Zuruͤckſuͤhrung 
ſehr wohl unterbleiben. Bey einer wuͤrklich gegebenen, 
individuell beſtimmten Reihe, wird man, wenn ſie 
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umgekehrt werden foll, vor allen Dingen nachzuſor⸗ 
ſchen haben, ob ſich nicht das allgemeine Geſetz fuͤr 
die Form, wodurch eine unbeſtimmte Potenz von ihr 
ausgedruckt werden mag, gleichfalls individuell ange 
ben laͤßt. Iſt dies erreicht, ſo wird ſich augenblicklich 
ſuͤr jede Potenz der Hauptgroͤße, wonach fie fortſchritt, 
die deren Werth ausdruͤckende umgekehrte Ste allge- 
mein darſtellen laſſen. 

Es verdient in Beziehung auf die allgemeine 
Reverſtonsſormel wohl bemerkt zu werden, daß es 
Faͤlle gibt, wo ſie Ausnahmen leidet. Wenn die 
gegebene Reihe mit einen Gliede onhebt, welches die 
Hauprgröße gar nicht enthält, wenn alſo in unſern 
lezten Zeichen, Z So ift, fo fälle, wie ſchon oben 
bemerkt worden, die Umkehrung auf dem Wege 
unſrer Regel weg. In ſolchem Falle bleibt nichts 
übrig, als ſtatt der zweyten Hauptgroͤße ein neues 
Zeichen dutt, Die a 


u NN g 
tape fi ſich geradezu nicht ame Sc man aber 


vm Nu, mithin u= XII K ſo iſt 
pi allerdings möglich, x, oder eine beliebige Potenz 
dieſer Größe, durch eine Reihe darzuſtellen, die nach 
Potenzen von u ſortſchreitet. Hat man ſie, ſo iſt es 
geſtattet, in Ihr für u feinen Werth, y» X zuruͤck⸗ 
zuſetzen. Dadurch entſteht zulezt allerdings eine Reihe 
die nach Potenzen von y fortſchreitet. Aber die Coeſ⸗ 
ficlenten dieſer Reihe werden jeder ſelbſt eine unendliche 


| 
| 
| 
| 
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Reihe werden, und fo iſt wenig mit der ganzen Ent⸗ 
wicklung gewonnen, wenn nicht dieſe Coefficientenreihen 
entweder auf geſchloſſene Ausdruͤcke zuruͤckgefuͤhrt, oder 
convergirend gemacht werden koͤnnen. a 

In jedem andern Falle iſt es allemal moͤglich, die 
Umkehrung nach unſrer Regel zu vollführen, und die 
geſuchte Reihe, wenn man ihre Form nach dleſer Re⸗ 
gel beſtimmt hat, wird mögliche, unzweydeutige Coef⸗ 


fcclenten erhalten, falls nicht etwa der ihres Anfangs 


gliedes, welcher in der That nach Umſtaͤnden unmoͤg⸗ 
lich oder vieldeutig ſeyn kann, indem er ſich in die 
Werthe der folgenden einmiſcht, ihnen feine Beſchaf⸗ 
ſenheit mittheillt. Aber dabey kann es Fälle geben; 
wo unſre independente Coeffcientenbeſtimmung keine An⸗ 


wendung zu finden ſcheint. Der allgemeine Ausdruck für 


den ıten Coefficienten der aus der Umkehrung entſtandenen 


8 SE A 
Rabe hatte als Factor (- > sl neben einem Coef⸗ 


- — 1 H rd 
ficieneen der Potenz des Grades LS von der 


gegebenen Reihe. Hier ſind offenbar Faͤlle denkbar, 
wo dieſer Ausdruck ungereimt ſcheint; es wird jedesmal 
eintreten, wenn n-+-rd=o, olſo nerd. Denn 
alsdann wird zwar nicht die gefoderte Potenz der ges 
gebenen Reihe (welche die ote ſeyn ſoll) aber wohl ver 


Factor, welcher den aus ihr herausgeriſſenen Coefflelen- 


ten begleiten ſoll, > „ ein arithmetiſch ungereimter Aus: 
/ St | 


druck. In allen Faͤllen alſo, wo die Potenz der zwey⸗ 
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fen Houptgroͤße, x, welche man verlangt, einen Grad 
haben ſoll, der das Umgekehrte von irgend einem 
Vielfachen der Diſſerenz iſt, welche in der Progeſſion 
der Exponenten, dle in der gegebenen Reihe liegen, 
ſtattfindet, kann die independente Regel der Reverſion 
nicht angewendet werden, obgleich allerdings eine 
Umkehrung moͤglich iſt, und auf dem recurrirenden 
Wege die Coefficienten-Beſtimmung durchaus keine 
Schwierlgkeit finden würde In ſolchem Falle wird 
man aber doch nicht gezwungen ſeyn, die recurrirende 
Beſtimmung als das einzige Hüͤlfsmittel zu ergreifen. 
Wenn „ bh" nicht geradezu gefunden werden kann, 
fo berechne man zuerſt x . Wenn für irgend einen 
Werth von r die Größe n L rd o geworden iſt/ 
fo wird ebendeswegen -n + rd niemals So werden 
koͤnnen. Die Regel der independenten DBeflimmung 
gibt alſo unfehlbar alle Coefficienten der Reihe, welche 

* durch Umkehrung darſtellt. Hat man dieſe 
Reihe zu ſoviel Gliedern, als die eigentlich geſuchte 
enthalten ſollte, ſo erhebe man ſie zur Potenz des 
Grades 1, oder finde, nach den bekannte Regeln 


der Diviſion SCH Auf dieſem, freylich etwas indi⸗ 
X 


1¹ 


recten Wege, wird ſich dennoch das Verlengte 
erhalten laſſen. 


Man kann indeſſen, ohne ſo viele Umſtaͤndlichkelt, 


und aus der independenten Formel ſelbſt geradezu, das 
Geſuchte dennoch erhalten, wenn man ſich eine Art 
des Rechnens erlauben will, die in der That den allge⸗ 
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melnen Regeln voͤllig gemaͤß iſt, und IEN Feiner 


weiteren Rechtfertigung bedarf. Wenn nr So, 
ſo gibt allerdings eine Potenz der Reihe XX 


xe. Ke. „deren Epponent CH 


ſeyn fett „den Totalwerth der Potenzlirung = ı, fo 
daß alſo alle folgende Coeffleienten in ſeinem Aus⸗ 
drucke So ſeyn muͤſſen. Niemand würde ſich alſo die 
Mühe geben, nach der allgemeinen Formel des poly⸗ 


mhh Lehrſatzes von * X den Werth dar⸗ 
zuſtellen, falls er wüßte, daß KS Do ſeyn ſollte. 
Allerdings wuͤrde der berechnete Werth dieſes Zaff 
denten, wenn man ihn erſt, ohne —3 zu 8 


ſuchte, und hernach in ihm nr o ſetzte, weil 
alle Thelle deſſelben den Factor nero unfehlbar ent⸗ 
halten, auch ſo Do geſunden werden. Und in der That 
muß dieſe Berechnung unternommen werden. Denn 


I 
— 


t d | — 
man hat dem Coeffleienten noch außerdem SE 


als Factor beygegeben; ein Ausdruck, welcher fuͤr ſich, 
wenn n + nd=o geſetzt wird, alle orithmetiſche 
Bedeutung verliert. Man hebe aber den Diviſor, 
welcher in ihm vorkommt, gegen den Factor, welchen 
alle Theile des Coefficienten enthalten, und das, was 
uͤbrig bleibt, wird eine reelle, unzweydeutige Groͤße 
ſeyn. Es iſt leicht, ſich von der Richtigkeit dieſer 
Behauptung zu überzeugen. Nennen wir zur Abkuͤr⸗ 
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zung 3 SE p, ſo iſt, nach der bekannten 
Regel des en ehrſatzes en wn Krr 5. Sa 
der Coeffleient 2 rten Gliedes = I 25 WEE 05 
Setzt man für 2% feinen got 5 (p- 2 925 e 


FSB 
an bie Stelle, und fondert man, well CS alle Bino⸗ 


mialcoefficienten gemeinſchaftlich haben, den Factor p 
ab, fo wird jener Coefficient, da er noch außerdem 


t n 
aan 


. 5 h 
A CR up 


multiplicirt werben ſoll, 


Nun war p=- LC es iſt alſo 


en) SC Es ſoll ferner p=o ſeyn. 


Der Coefficient (p- 1). . [p- ch al redueirt ſich alſo 
' Ne. gr Sc 


— Ee 
auf 2 — es wird alſo 


n CDN E E? e E 
IH Ee Er c) 
T 
für den Fall wo n rd o ſeyn fol. Mit dieſer 
näheren Beſtimmung kann man die Regel der inde⸗ 


pendenten Coefficientenbeflimmung für die aus der Um. 
kehrung erfolgende Reihe auch in allen den Fällen ge⸗ 


brauchen, wo ſie auf den erſten Blick gar nicht an⸗ 
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wendbar erſchlen. Nur der eine Fall, wo 8 o, 
gehoͤrt nicht hieher, und für son bleibt es bey dem 


vorhin Walen : 8 


Sichzebutes Kapitel. 


Von den Entwicklungen, die durch Umkeh⸗ 
rung der Reihen moͤglich werden. 


Eine noch viel allgemeinere Aufgabe, als diejenige, 
welche zur Umkehrung der Reihen Veranloſſung gab, 
iſt die folgende. Man hat eine Gleichung zwiſchen 
zwey Hauptgroͤßen, in welcher irgend eine Function 
der einen (d. h. irgend ein arithmetiſcher Ausdruck, 
welcher ſich aus ihr und andern bekannten Neben⸗ 
groͤßen gebildet hat), einer beliebigen Function der 
andern gleich geſetzt wird. Man verlangt den Werth, 
welchen eine, gleichfalls willkuͤhrliche, Function der 
einen von dieſen beyden Hauptgroͤßen erhalten wird, 
durch eine Reihe ausgedruckt, welche nach Potenzen der 
andern Hauptgroͤße fortſchreitet. Man bedient ſich der 
Zeichen H, ab, X, indem man fie vor die Zeichen ge, 


wiſſer Hauptgroͤßen ſetzt, um dadurch den unbeftimme 


ten Begriff von beliebigen Functionen dieſer Größe 


im Allgemeinen anzudeuten. So lauter alſo die 
obige Aufgabe in Zeichen: Man hat die Gleichung 


S ) und verlangt nun % () durch eine 
nac Potenzen von ſortſchreitende Reihe. 


Es iſt moͤglich, für die Aufloͤſung dieſer Aufgabe 


eine allgemeine Regel zu geben, inſofern ſich jede 
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der drey Functionen, wovon hier die Rede iſt, in 
eine Reihe, die nach Potenzen der in ihr enthaltenen 
Hauptgroͤße, mit Exponenten, die in irgend einer 

arithmetiſchen Progreſſion fortſchreiten, entwickeln läßt. e 
Die Regeln ſolcher Entwicklungen gibt die ganze vor⸗ 
hin vorgetragene Theorle. Wir nehmen alſo hier 
an, EE 8 i b 


OG (* Nr en Ee, "ai 
ternet freën, ＋ Yyerkıs |, 


* O02 Y Dye. + Yara a 
5 „Größen find. 


Der Gang der Arbelt ſelbſt, welche noͤthig if, 
um x (y) durch eine Reihe dor zuſtellen, welche nach 
8 von x Beie ag site ſeyn. 


Man nenne fuͤr den Augenblick A () SD u. 
So hat man, weil P (X) = DI ſeyn ſollte, zuerſt: 


u I. y L Ty. + Tyr. a 
Nun kann men, vermoͤge den Recurſionsſormel, für 
jede Potenz ion y den Wetih durch eine Reihe 
finden, die nach Potenzen von u ſortſchreitet. Man 
kann alſo jedes Glied der dritten Reihe, welche X (y) 
darſtellt, auf dieſe Weiſe durch eine nach Potenzen 
von u. fortfchreirende Form darſtellen. Iſt dieſes 
geſchehn, ſo braucht man nur zu bedenken, daß u) 
zugleich * (x) war, Sai der Werth von u 
Ce 
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auch durch die Reihe für OR) re EA eg 5 


+ X x= Hr d.. dargeſtellt werden kann, Man ſetze 
alſo in jedem Gliede der Form, welche X fei, nach 
Potenzen von u ſortſchreitend, gegeben hat, für u dieſe 
lezte Reihe an die Stelle. So entwickelt ſie ſich in 
lauter Reihen, wovon jede ſelbſt nach Potenzen von x 


fortgeht, und man erhaͤlt in dem Inbegriffe derſelben 


den verlangten Werth für x (Y) durch eine Reihe 
entwickelt, in deren einzelnen Gliedern nur Potenzen 
von x mit beſtimmten Coefficienten vorkommen werden. 


So iſt der Gang dieſer Arbeit leicht beſchrieben, 
und auf bekannte Regeln zuruͤckgefuͤhrt. Aber die 
wüͤrkliche Ausſuͤhrung iſt mit unvermeidlicher Weit⸗ 
läuftigkeit verbunden; die Form des Reſultats wird 
zuſammengeſetzt, und der allgemeine Ausdruck deſſelben 
in Zeichen kann nicht anders als ſehr verwickelt 
ausfallen. 


Was den Anfang der Arbeit betrifft, wo aus we 


gegebenen Reihe, u I y Yy N.: +Yyok», 
durch Umkehrung, für mehrere, nachher genauer zu 
beftimmende, Potenzen von y, Reihen, die nach 
Potenzen von u ſortgehn, abgeleitet werden ſollen, 
ſo iſt dies zwar, der allgemeinen Reverſionsformel 
gemäß, unbedingt moͤglich, aber jede dieſer Reihen 
wird eine eigene Progreſſion der Exponenten bekom- 
men, und alſo an eine fernere Addition der ſelben im 
Allgemeinen nicht zu denken ſeyn. Vë 
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Wenn man alſo een verlangt, die bekannte e 
zo für x 0 5 gu: N e. Aën, 


zu nehmen, und in jedem Gliede von ihr, ſtatt der 
Potenz von y, die es enthaͤlt, eine, durch die eben 
vorhin bezeichnete Umkehrung zu findende, Reihe, dle 
nach Potenzen von u fortgeht, zu fegen,. fo. kann es 
geſchehn, aber dieſe Reihen werden ſich nicht durch 
würkliche Addition gleichhoher Glieder in eine Total⸗ 
reif he bringen laſſen, ſondern neben einander als Theile, 
deren Vereinigung nur angedeutet werden kann, 
ſtehn bleiben. Wollte man alſo den Werth von 
* (N in einem allgemeinen Ausdruck zusammen. 
; faſſen, P mußte man für jede Reibe, welche es als 
Theil in ſich enthaͤlt, einen allgemeinen Ausdruck 
geben, woraus die Bildung ihrer einzelnen Glieder 
‚erkannt werden Pönnte. Nun ee die rte unter 
den Reiben, welche den Werth von x, 00 aus 
machen, aus dem ee Gllebe der für Si EA gege⸗ 


Auen, Reihe, Dye, wenn man in ihm fir die 
Potenz von „, welche es enthaͤlt, den Werch fegr, 
welcher aus der Umkehrung der Reihe u = Nye 


yes ye . erhalten werden kann. Dem 
bekannten Geſetze der Umkehrung gemaͤß entwickelt 
ſich „*r in eine Reihe, von welcher unbeſtimmt 
das oft Glied ſeyn wird: a ** Lë 
„ur y °C Ee ue 
Bag Ah d Bi 
Man gebe ihm den Factor, welchen ye bey ſich 
Ce 2 
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fuͤhrt, und man erhaͤlt das qte Glied der rten Reihe, 
woraus * zuſammengeſetzt iſt; 

: „le dE ven 
Leen 

Man hat in der That in dieſem Ausdruck éi ganze 
Get der Entricklung von ()). Dieſe Größe ër 
ſich aus Gliedern zuſammen, von deren jedes eine Reihe 
Ho welche rad). Potenzen von u ſortgeht. Alle dieſe 
Reihen find in Abſicht auf die Bildung ihrer Glieder 
einem gemeinſchaftlichen Geſetze unterworfen. Will 
man die erſte Reihe haben, ſo ſetze man r So, und ; 
man wirb, wenn allmaͤlig alsdann für g die Werthe, 
oi 2, u. ſ. w. geſetzt werden, ihre ſucceſſiven Glieder. 
nach der Reibe bekommen. Verlangt man die erſte 
nach ihr, fo ſetze man fr, und verfahre wie vorhin. 
Auf dieſe Art ſortſchreitend, wird man allmaͤlig aus 
unſerm Ausdrucke den volfländigen Werth von x(y) 
entwickeln koͤnnen. 

Aober nun iſt noch der lezte Theil der Arbeit zuruͤck. 
Die Groͤße u, nach welcher die einzelnen Glieder der 
Reihen fortſchreiten, iſt ſelbſt eine Form, welche noch 
Potenzen von x fortgeht. Man muß alſo für fie noch ihren 
Werth, u NX ＋ XX A.. XX TIA. , ſetzen. 
Alsdann wird ſich jedes Glied aus allen den Reihen, 
welche vereint den Werth von (y) ausmachen, ſelbſt 
wieder in eine unendliche Reihe entwickeln. Allgemein: 
aus dem dr Gllede der uten gieibe, weiche xy) in Däi 


Hräskas ` 
faßt, wird, infofern es von u bie Potenz 8 P — 


enehäle, wenn man fur u feinen Werth ſubſtitulrt, 
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eine neue Reihe entſtehn, von welcher allgemein das 
kte Glied durch g L N x 2 ) s an 


gedeutet werden kann. i 

So iſt alſo der Werth von x(y), wenn wir 
Alles in einen Ausdruck zuſammen faſſen wollen, 
eine Zuſammenſtellung mehrerer Reihen, von denen 
aber jedes Glied ſelbſt wieder durch elne unendliche 
Reihe dargeſtellt werden muß. Will man ſuͤr die 
ite Reihe, woraus x (y) beſteht, das qte Glied wiſſen, 
ſo iſt daſſelbe eine Reihe, in welcher unbeſtimmt der 


kte Theil durch i 
g e459 Yıurarkgs k 
25). zb e Y 7773 


o C ra f 
ee. 


L 5 


ausgedruͤckt werden kann. 

In der That enthaͤlt dieſe Formel Alles, was 
zur Aufloſung einer ſo verwickelten und allgemeinen 
Aufgabe, wie die angenommene, irgend erfoderlich ſeyn 
kann. Im Allgemelnen iſt bey ihr keine weitere 
Zuſammenziehung moglich. Sie verlangt offenbar 
nichts weiter als einzelne Coefficlenten aus Potenzen 
eines vorgeſchriebenen Grades von gegebenen Formen, 
kann alſo durch Huͤlſe des polynomiſchen Lehrſatzes 
immer realiſirt werden. In particulären Fällen iſt 
aber allerdings eine Vereinfachung geſtattet, ſo daß 
die Totalreihe, welche den Werth von (Y) dorſtellt, 
in eine einzige nach Potenzen von x fortgehende, in 
welcher die Exponenten eine arithmetiſche Progreſſion 
beobachten, zuſammengezogen werden kann. Die in 


X 


d 
fi 


D 
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der kehre von der Subſtitutlon gegebenen Bedingun⸗ 
gen, unter denen dle Tokolreihen, welche durch Subſti⸗ 
tution von Reihen in Reihen entſtehn, ſich zu einer 
einzigen, ähnlich gebildeten, vereinigen, koͤnnten ſogleich 


dienen, um Hie portieulären Bälle weiter zu entwickeln. 


Es mag nur elner von dieſen Fällen, als Beyſpiel, 
in, genauere Betrachtung kommen. 


Wie vorhin ſey O (x)=Xx+ Ki- ‚+ X Ard 


und * „= GEIER ye. + Ty 


Man ſucht, durch eine Reihe, die nach Potenzen von 
x fortgehn Tall, Y, unter einer Voraus ſetzung, welche 


für dieſe Größe eine Reihe darbietet, in welcher die i 


Erponenten als Glieder einer einzigen human 
Progreſſion erſcheinen. 

Nennt man, wie verhin, Vo) Su, fo wird, 
durch Umkehrung der Relhe für J (y), der Werth 
von y durch eine nach Potenzen von u fortſchreltende 


Reihe gefunden, deren Exponenten nach der Pro- 
greſſion 7 S EN 2 u. ſ. w. ſortgehn. In dieſer 
Reihe ſoll ſtatt u die erſte angenommene, 


Xx- TXT 4 a .. ſubſtitulrt werden. Die eins 


4 


fachſte Vorausſetzung, unter welcher die aus dieſer | 


"Subftitution. entſpringenden Partialreihen ſich wuͤrcklich 


vereinigen if, daß d S 8 d ſey (pag. 350). Nennen 


wir „ zur Abkürzung 2 Se, mithin a=cß, fo ift 


— 


407 
alſo die zu (öfende Aufgabe folgende... Es iſt Kxer 
+ E a +X xis Te- Tyler - Tyne, - 
Man ſucht yu durch eine Reihe die nach Potenzen 
von x fortgeht. Heißt, wie vorhin, die zweyte 
Reihe u, ſo gibt die unmittelbare Anwendung der 
Reverſſonsſormel fürs x" eine Reihe, nach Potenzen 
von u fortgehend, deren hies Glied allgemein durch 


n h d h DEA hd 
Re: Du ausgedruͤckt 
8 ＋ h zl Sei Bi ieren 


werden kann. Nun will man noch in biefer Reihe 


für u den Werth Xyer ER Kxerkei,, fubfit« 
turen. So entſteht aus jedem Gliede von ihr eine 
neue Reihe, die ſich aber mit den andern zu einer 
einzigen Totalreihe vereinigt. Zu dem rien Gliede 
dieſer Totalreihe, welches xnekex? enthalten muß, 
trägt jedes Glied der erſten, nach Potenzen von u 
fortgehenden, vom Anfangsgliede an, bis zum ten 
elnen Theil bey, mithin das hte Glied, e 


D 


hi 
u in ſich Schließe, den Ben Theil zu jenes 
geſachten Gite sëng Es iſt aber von 


a in ba nh 
u (KA e. Xxeg Hes. = das Glied, 
. xnerkord enthalten wird, in feiner Reihe das 


(r -h)te. Sein Coefficient iſt, in allgemeinen 
ba bäscht e 
Zeichen ausgedruͤckt, E OR: Së multiplicire 


1 
ihn mit dem Factor, welchen e bey ſich fuͤhrte, 
und man hat fuͤr den Corfficenten des ren Gliedes 


` 
j 
2 
` 
| 
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Weges Reihe, wodurch ſich x" berechnen laßt, 
den aten Theil = 
n-+hd er SC 

x. 


Ber Ca 8 > 


BR 


Will man nach biefer Formel einen einzelnen Corffis 
cienten berechnen, ſo beſtimme man zuerſt ſeine 
Zahl, r. Alsdann fege man, ohne fie welter zu 
ändern, für h allmaͤlig alle ganze Zohlen nach der 
Reihe, auch o mitgerechnet, und man wird die fucceffie 
ven Glieder des Ausdrucks, welcher den geſuchten 
Cocffi: enten bildet, erhalten. 

Wir wollen uns begnuͤgen, von den us öigen Auf⸗ 
gaben deren Auftoͤſung durch die Reverſion der Reihen 
moͤglich wird nur eine particuläͤre, ii für den Ger 
brauch hoͤchſt wichtige, in nähere Betrachtung zu ziehn. 

le Aufloͤſung der Gleichungen hoͤherer Grade, durch 
geſchloſſene arichmerifche Ausdrucke, die, aus den 
Cos ſfielenten der Gleichung gebildet, den Werth ihrer 
Wurzeln darzuſtellen vermoͤgten, ſteht nicht in unfrer 
Gewalt. Aber Reihen zu erhalten, wodurch der Werth 
dieſer Wurzeln aus jenen Coefflclenten entwickelt wer» 
den kann, wird uns auf vielfache Weiſe moͤglich ſeyn. 

Die Form einer Gleichung ſey f 


* : 2 K 
ax u Eau IT ax 2. Tau- 7 aen, a 
k 
Man transponire irgend ein Glied derſelben, a1 , 
wo etwa durch Unterſtreichen angedeutet werden mag, 


daß dieſes Glied auf der vorigen Seite nicht mehr 
W ſoll 
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1 2 k n k 
ax" Fa I Lax"2, Lay" „ a Z- AX 
Man befreye dieſes transponirte Glied, durch Diviſſon 
out beyden Seiten, von der Potenz der Hauptgroͤße, 


weſche in ihm vorkommt. Die dadurch entſtandene 


Form behalt die vorige Progreſſion der Exponenten, 
denn weder die gleichgroße Verringerung der anfaͤng⸗ 


lichen Exponenten, noch das Wegleſſen eines von 


‚ihnen, kann darin 2 Aenderung PS 
k ET k 
ae ran +ax’!, ‚tax -a 


Nennt man alſo nun Se fo hat man offenbar y 
durch eine Reihe ausgedruͤckt, die nach Potenzen 
von K, mit arlthmetiſcher Progreſſion der Exponenten, 
fortgeht, und es kann durch unmittelbare Anwendung 
der Reverſionsſormel, aus ihr x, durch eine Reihe, 


die Sai Dotesgen von y, d. KR noch Potenzen 


von — 1 ſottſchrelker, erhalten werden. 

Ob man die Reihe, welche ſich umkehren foll, 
fleigend oder fallend anordnen will, bleibt der Willführ 
uͤberlaſſen; beydes iſt gleich moͤglich, da die Zahl 
ihrer Glieder völlig beſtimmt if. Man kann alſo 
den Werth von x nach Belleben in elner ſteigenden 
oder in einer ſollenden Relhe erhalten. 


Man kann auch, ehe man zur Umkehrung ſchreitet, 


auf beyden Seiten der Gleichung mit einer beliebigen 
beſlimmten Zahl dividiren, und ſo auf der einen 
Seite die Cos fficienten, auf der andern die Groͤße, 
welche y 


* 


helſſen fell, verändern Am bequemſten 
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für die Rechnung im Allgemeinen wird es ſeyn, wenn 
man das erſte Glied der noch Potenzen von x geord⸗ 
Kein Form durch Dioifion von ſeinem Factor beſteyt; 
olſo auf beyden Seiten mit a, wenn man fallend, 


Le * e 1 7 H d 
mit a, wenn man ſteigend geordnet hat, dividirt. 
Die Reihe, welche * ausdruͤckt, wird im erſten Falle 

k 


nach Potenzen von — 2 in andern nach Potenzen 
j - a . \ 
k 


1 


es ot > 
von — — fortſchreiten. = 
a 


Da es oſſenbar willführlich iſt, welches Glied der 
Gleichung man transponiren will, und alſo, bey 
vollſtaͤndiger Durchſuͤhrung der Arbeit jedes genommen 
werden kann, ſo laſſen ſich auf dieſe Weiſe ſoviele 
fallende, und ebenſopiele ſtelgende Reihen erhalten, 
als der Grad der Gleichung Einheiten hat. Damit 
iſt ſreylich keinesweges geſagt, daß jede andre Reihe 
einen andern Werth von x geben werde, da es im 
Gegentheil ſehr wohl moͤglich iſt, die nemliche Groͤße 
durch mehrere, ganz verſchiedene Reihen auszudrucken, 
ſobald die eine dieſer Reihen eine andre Hauptgroͤße 
erhält, nach deren Potenzen fie ſortgeht, wie die 
andre. Es wird vielmehr unter den ſteigenden und 
fallenden Reihen inſofern einen Unterſchled geben, 
daß die eine von den Wurzeln der Gleichung eine 
größere oder geringere Zahl, als die andre, ausdruͤckt. 
So entſteht z. E. die Kr fallende . aus der 
gea von 
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1 kr ` k 
ax tax" „Faxe tax * ＋ eee 
Sie ſchreitet nach Potenzen der Größe Sy fort, 
und zwar, dem allgemeinen Geſetze der everfion 
gemaͤß, 1 fie in e Anfangsgliede eine Potenz 


von — S deren Grenn f x ſeyn wird, in ihren folgen» 


liedern enthoͤlt fi fie ee bie afimälig immer 
um eine Einheit Höher, werden. Offenbar aber 


1 k 2 
ſchließt y K VVy, ſooiel verſchledene Werthe in ſich, 
als k Einheiten enthaͤlt. Eine Reihe alſo, welche auf 


die Form dee (A E SS . . Ay. zurüdfomme, 
gibt, wenn ſie in ihrem ganzen Umfange genommen 
wird, ſuͤr die Groͤße, d fie ausdrücken Ill, eben» 
ſopiele verſchiedene Weiche. 

Kommt es folglich nur darauf an, fuͤr jede Wurzel 
einer gegebenen Gleichung eine Reihe zu finden, ſo 
ift es hinlaͤnglich, wenn man eine fallende haben will, 
von der Form der Gleichung das lezte Glied zu 


transponiren, und alſo g 

x / * De? n 
ax” Tax . ax X. pax’z-a 
umzukehren: die daraus OC Reihe wird in allen 


ihren Gliedern den Factor (= 8 n gemeinſchaftlich haben, 
und aile, wenn man dienen verſchiedenen Werthe ent⸗ 
wickelt, weiche er annehmen kann, eben fo viele für x 
darbleten. Will man hingegen ſteigende Reihen ep, 
halten, fo transponire man da erſtes Glied der 
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Gleichung, ſetze alſo ax n Las 19. 4 ar" I—_g 
Die Reihe, welche alsdann, nach Potenzen von a ſort⸗ 
gehend, den Werth von x ausdrückt, E? alsdann 


In allen ihren Gliedern den Factor (- A n gemein 
ſchaftlich enthalten, und alſo inſofern für das, was fie 
ausdrucken fol, n verſchiedene Werthe darbleten. 
Man brauchte alſo eigentlich keine andere Reihen, 
ols dieſe beyden, um für jede Wurzel der Gleichung 
ſowohl eine fleigende, als d fallende Reihe zu 
erhalten. 

Wenn man RR dieſe Reihen zur naͤhernden 
Berechnung in beſtimmten Zahlen gebrauchen will, fo 
muß die nahere Unterſuchung, ob fie die gehörige Conver⸗ 
gent beſitzen, über ihre Anwendung entſcheiden, und kann 
vielleicht noͤthigen, eine von den andern Reihen zu 
nehmen, welche aus der Trans poſiti tion andrer Glieder 
in der gegebenen Form der Gleichung entſtehn werden. 
Ja es kann fogar der Fall ſeyn, daß jedes einzelne 
Glied einer ſolchen Reihe eine unmoͤgliche Groͤße 
wird. Wenn die Hauptgroͤße wonach fie fortſchreitet, 
eine negative Zahl iſt, und von ihr eine Potenz, 
deren Exponent eln Bruch mit geradem Nenner iſt, 
berechnet werden ſoll, ſo ſind alle Werthe deſſelben 
unmoͤgliche Ausdruͤcke. Es gibt unter den fallenden, 
und eben ſo unter den ſteigenden, nur eine, bey welcher 
dies nicht der Fall ſeyn kann; diejenigen nemlich, 
wobey die nach der Transpoſttion übrig bleibenden 
Formen mit x . oder Xx 7 anheben, weil bey ihnen, 
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der Reverſionsformel gemäß keine Potenz, welche einen 
gebrochenen Exponenten enthielte „zum Vorſchein 
kommen kann. ? CH | 

Alle dieſe Betrachtungen geſtatten und verdienen 
elne ins Einzelne gehende Ausfuhrung, welche in einer 
vollſtaͤndigen Theorie der Glelchungen nicht fehlen 
darf, hier aber, als Beyſpiel von dem Gebrauch der 
meesten, nicht an er Stelle ben würde. 
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Die Zahlen der nebeneinanderſtehenden Columnen 98 
ſucceſſiven. ganzen, poſitiven Potenzen; vertical genommen, 
ven ganzen hegativen. Die ganze Tabelle pflege 


neee 


657800 
888030 


8855 42504! 177100 
210 231]1771)10026) 53130) 230230 


ge SER a 1 pg 
ENZ E 1 Sr) s Pe k 
FRE BE Ae 5 6 7 8 
2 1 3 6 10 15 21 281: 3614 
3 1 A Io Go 35 50 84 120 
d D 5 150 aal 790 126 210 330 
5 1 Dt al 56/ 126 252 462 792 
D nm 7) 280 84! 210) 462 924 1716 
7 188 op 120] 330 792 1716 3432 
8 Al oa 45 165 495 1287| 3003] 69435 
9 II Io). 55 220] 715 2002 5005| 11440 
Io 1 II 66 286) 1001] 3003 8008 19448 
116 1 12 78 364 1365 4308 123760 31824 
12 113 o 455 1820) 6188 18564/ 30388 
13 1 14 105 550 2380 85680 27132 77520 
144 ı| 15 120 680) 3060| 110628 38700 116280 
15 D 16) 136| 816] 3876) 15504| 54264 170544 
16) 1] 17 153| 969| 4845| 20349 74613| 245157 
ı| 18) ı71/1140) 5985| 26334 100947 346104 
18| 1/19 10/1330 7315| 33649| 134596) 
I 
1 


480700 ; 


21 1 22] 2530202412650 637800 296010.1184040]- 
22] 1 23 276230014950, 80730 376740; 1560780 
aal 1 24 30912600 175500 98280 4750202035800 
24 1/25 3252925075 118755 5937752629573 
25 ı| 26 351327602375 101423060 736281 3305850 
S 11 27, 378 3654/27405 ec 9 906192 4282948 
27! II 280 406 4060/31463 2013760 1107568'5379616 
28| 1 29 435 4495 3590 37330134494 0724520 
29 1 30 454955 409200278250 ae E 


KAL | 
Ce, 
e Potenzen mit ganzen Exponenlen. 
ken, diagenal genommen, die Bluomialcoefficienten der 


und dobey mit abwechſelnden Zeichen, die der ſucceſſi⸗ 
die der figurirten Zahlen genannt zu werden, 
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SR Zwepte Tabelle. 
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Dritte Tabelle. 


Zur Umkehrung der Reihen. 
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